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Taméa on tyon alla oleva kurssimateriaali Syksyn 2019 kurssille MA-
TA2500 — Informaatioteoria. Kurssin on jaettu kahteen osaan jotka ovat pe-
rusosa sekd matemaattinen laajennus, kumpikin kahden opintopisteen laa-
juisia. Matemaattinen laajennus syventaé perusosan huomioita, ja siihen liit-
tyvéat aiheet ovat omissa aliluvuissaan.

Caveat lector 1:

Luennoitsija on topologi eiki ole tietojenkisittelytieteen, fysiikan
tai tilastotieteen erityisosaaja. Luennoilla ja materiaalissa olevat
viitteet tulevat olemaan vahvalla matemaattisella perustalla, mut-
ta yhteydet muihin aloihin saattavat olla vanhentuneella tietopoh-
jalla.

Caveat lector 2:

T&atd monistetta pyritdin tahkoamaan ulos samaan tahtiin kuin mi-
td materiaalia kiydain jotta luennon missanneetkin voivat asiaan
perehtyi. Tasta seuraa etti niitd juntataan aikamoista haipakkaa,
eli tyyli saattaa ajoittain olla hieman puhekielisti. Pahoittelen tyy-
lipuutteita jotka toivottavasti korjataan viimeistdan joululomalla —
ala kayta tamanhetkisti versiota mallina hyvasti kirjoitusasusta
kandissasi/vastaavassa.
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Luku 1

Johdattelua informaation
kasitteeseen

Kurssin tarkoituksena on késitelld informaatiota matemaattisena kasittee-
né. Kurssilla ei kuitenkaan tulla antamaan suoraa mééritelméé "Informaa-
tio on ..."vaan informaatiota ldhestytddn useamman eri Kkisitteen kautta.
Tarkeimmét néistd tulevat olemaan Shannonin entropia sekd Kolmogorov-
kompleksisuus joista annetaan téssé luvussa hieman esimakua. Informaa-
tioteorialla on suoria sovelluksia niin tietoliikenteeseen, kryptografiaan kuin
koneoppimiseenkin. Néihin sovelluksiin tullaan palaamaan kurssin edetessa.

Kuvien lahde: Wikimedia commons

) ALY Y FET)

Kuva 1.1: Claude Shannon Kuva 1.2: Andrej Kolmogorov
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1.1 Perusosa

Sanaa informaatio kiytetdan téalla kurssilla seké formaaleissa ettd vihemmén
formaaleissa yhteyksissi. Tassé kappaleessa sana informaatio ei tarkoita vield
mitddn matemaattisesti formaalia asiaa vaan tavallista puhekielen ilmaisua.

1.1.1 Informaatio epdvarmuuden vihentymisena

Ensimméinen ldhestymissuuntamme kohti informaatiota perustuu ideaan,
ettd informaation saaminen vastaa epadvarmuuden viahentymistd. Mikali et
muista serkkusi syntymépaivad, mutta setési mainitsee ettd se on tammi-
kuussa, on setéasi valittanyt sille informaatiota silld epdvarmuutesi vahenee.
Jos setési toistaa asian hetken pééstd uudestaan, ei informaatiota enda vality
koska epavarmuutesi maara pysyy samana. Otetaan konkreettinen esimerkki.

Esimerkki 1. Poydélle on asetettuna 16 korttia jotka on numeroitu 0-15.
Kortit 0-5 ovat vihreité, kortit 6-7 punaisia ja loput sinisia. Tasméalleen yhden
kortin taakse on piirretty hymié. Mikd seuraavista vaitteistd antaa eniten
tietoa hymion sijainnista?

(K1) Hymi6 ei ole sinisen kortin takapuolella.

(K2) Hymi6 on punaisen kortin takapuolella.

(K3) Hymi6 on kortin 6 takapuolella.

Enté jos ennen testin alkua kaverisi olisi kiynyt kurkkaamassa kortin 15
takapuolta ja kertonut sinulle ettd hymio ei ole siella, vélittavatko yllaolevat
viestit télla lisdtiedolla nyt enemmén tai vihemmén informaatiota? Enté
jos olet istunut monilla luennoilla ja huomannut etté téllaiset esimerkit on
usein rakennettu tarkoitushakuisesti, ja olisit valmis lyéméaan kaverisi kanssa
kympista vetoa ettd hymio on jommankumman punaisista korteista takana?

Tamé ldhestymistapa, jossa arvioimme viestin informaatiosisdltod sen
perusteella paljonko epavarmuutta viesti poistaa, johdattaa meidat Shanno-
nin entropian pariin. Luontainen konteksti télle késittelylle on todennakéi-
syysteoria, jossa todennékoisyyksilld ei kuvata satunnaisia tapahtumia vaan
epavarmuuden méadrad. Vastauksena esimerkin kysymykseen, taulukossa [77]
on kerrottuna montako Shannon-bittid ylldolevassa tilanteessa vilittyy.

1.1.2 Informaatio kuvailun hankaluutena

Olet matkailemassa Lapin tuntureilla, jossa puhelinyhteydet ovat heikot. Si-
nulla on mukana vain vanha Nokian 3310 jolla voit, vaivalloisesti, lahettéda
tekstiviesteja. Kesken matkan kimppékaverisi kysyy sinulta viestilla ettd mi-
ki olikaan yhteisen Netflixinne salasana. Miké seuraavista viesteistd on hel-
pompi valittaa?
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Taustaoletukset
Ei esitietoja | Ei kortin 15 takana | 50-50 punaisen takana
(K1) 1 bit ~ 0.9 bit ~ 0.5 bit
(K2) 3 bit ~ 2.9 bit 1 bit
(K3) 4 bit ~ 3.9 bit 2 bit

Taulukko 1.1: Esimerkissi[1] vilitetyn informaation méisra Shannon-biteissi.
Opitaan laskemaan my6hemmin.

(V1) “Salasana on AbcAbcAbcAbeAbcAbcAbecAbeAbeAbeAbeAbeAbe.”
(V2) “Salasana on 3.1415926535897932384626433832795028841.”

(V3) “Salasana on ZLbXCvQgsvEeGFsebVjDHgefaqUSXPETkAcDJIVn.”

Naistd viesteistd huomataan ettd vaikka kaikkien pituus on tasan 57
merkkié, niin kaksi ensimmaéista voidaan viestid lyhyemmin:

1. “Salasana on ’Abc’ 13 kertaa perékkiin.” (36 merkkid)

2. “Salasana on piin arvo 38 desimaalin tarkkuudella.” (49 merkkia)

Kolmas viesti kuitenkin vaikuttaa siltd, ettd sen lyhentdminen on vahin-
tadn epatriviaalia ellei suorastaan mahdotonta, ainakin varsinaisen salasanan
osalta. Kysymys siité, ettd voiko viestin sisallon véalittda lyhyemmaéssd muo-
dossa kytkeytyy Kolmogorov-kompleksisuuteen, joka on toinen luonnollinen
informaation mitta.

Kolmogorov-kompleksisuuden méaritelméssd on hyvin kriittista tietad
sallitut kuvailukeinot. Esimerkiksi jos kiimppékaveri osaa Python-kielen pe-
rusteet, voidaan ensimmaisté viestia tiivistda edelleen muotoon

"Salasana on print (13+«“Abc”) ."(28 merkkii),

mutta jos hén ei tiedd mitddn ohjelmoinnista ei kyseinen viesti valttamat-
té auta. Viestin (V2) yksinkertaiseen ldhettdmiseen puolestaan tarvitaan se,
ettéd sekd lahettdja ettd vastaanottaja tietdvat (tai osaavat laskea) piin desi-
maaleja tarvittavalla tarkkuudella. Tiettyd tarkkuutta vaaditaan myos "hy-
vinméaariteltdvyyden’ takaamiseksi; mitd numeroa kuvaa ilmaisu “Salasana
on pienin numero jota ei voi kuvailla alle sadalla sanalla.”?

1.1.3 Informaatioteorian sovelluskohteista

Informaatioteoria on kiinnostavaa itsessédén, mutta silla on myos useita so-
velluskohteita. Mainitsemme téssd lyhyesti muutamia ja palaamme niihin
kurssin edetessé syvemmin.
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Tietolitkenne

Informaatioteorian perustajana pidetddn Claude Shannonia, joka kirjoitti
nykypéivanakin lukemisen arvoisen paperin [Sha48| tyoskennellessidd Bell
Labsissd. Shannonin tulokset antoivat ensimmaiisid rajoja viestiliitkenteen
maksimikapasiteetille. Myos pakkausalgoritmeille saadaan kidytadnnon rajoja,

mikd tuo yhden liitoskohdan Shannonin entropian seké Kolmogorov-kompleksisuuden
valille.

Kolmogorov-kompleksisuus esiintyy myos luontevasti (ja formaalimmal-
la pohjalla) teoreettisemman tietojenkésittelytieteen puolella; suosittelen ko-
vasti kurssia TIEA241 Automaatit ja kieliopit jos haluaa saada tiukan otteen
Kolmogorov-kompleksisuuteen ja Turing-taydellisyyteen.

Kryptografia

Kryptografian keskiossd on muodostaa menetelmié joiden avulla kaksi tahoa
voivat viestia kesken&dédn turvallisesti, eli siten etté viestintdkanavaa mahdol-
lisesti kuuntelevan tahon on erityisen vaikeaa saada selville viestien siséltoa.

Salausalgoritmit tarjoavat tdhén yhden vaihtoehdon. Tarkoituksena on
muodostaa algoritmit S ja P siten ettd annettu viesti v voidaan salata algo-
ritmilla S kiyttden salausavainta a ja salattu viesti S(v, a) purkaa algoritmil-
la P takaisin alkuperéaiseksi viestiksi salausavaimen p avulla. Yksi tapa yrit-
tad tehda viestinvaihdosta tallaisen salausmenetelmén kautta on turvallista,
tulee salatun viestin S(v,a) valittdd mahdollisimman véhén informaatiota
viestistd v tilanteessa, jossa salausavainta p ei tunneta.

Informaatioteorian avulla voidaan seké analysoida salausmenetelmien luo-
tettavuutta ettd todistaa joitain rajoitteita niiden toimivuudelle.

Tilastollinen paattely

Kun tieteilijan edessd on hypoteesi, hén suorittaa kokeen. Mutta minké ko-
keen? Jotkin koejarjestelyt saattavat olla helppoja ja nopeita suorittaa, mut-
ta usein kokeen suorittaminen voi olla hidasta, kallista tai ainutkertainen
mahdollisuus. Tall6in on taloudellista kuluttaa resursseja kokeen suunnitte-
luun ja valintaan. Hyva koesuunnittelu on oma alansa, kts. esim. TILS655
Koesuunnittelu, mutta esimerkiksi nk. D-Optimointi nojaa Shannonin (dif-
ferentiaali)entropian maksimointiin.

Mydskin tilastollisia tuloksia analysoidessa Bayesin kaavan kiytto tulee
kdymadn tutuksi, mutta miten méaarittda priorijakauma ennen ensimmaéis-
tdkddn datapistettd? Erds suosittu ratkaisu on kiyttdd maksimientropian
periaatetta, joka jélleen kytkeytyy Shannonin informaatiokésitteisiin.
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1.1.4 Muutama sana todennakoisyysteorian tulkinnasta

Kurssilla tullaan kidyttdméan todenndkoisyyslaskentaa useammassa eri yh-
teydesséd. Tekniseltd kannalta emme tule tarvitsemaan juuri lukiokursseja
laajempaa osaamista, mutta kiytdmme todennékoisyyslaskentaa hieman eri
tulkinnalle kuin mita yleensa lukiossa. Laskut tulevat pysyméaén tismalleen
saman nékoisind, mutta toinen ldhestymistapa saattaa olla osalle avartava.
Jos taas uusi tulkinta ahdistaa, niin &l4 huoli, formaalisti kaikki tehddin
aivan samalla tavalla tulkinnasta riippumatta.

Uhkapeleja ja frekvensseja

Todennékoisyyslaskennan historia lahtee uhkapeleista — noppien ja kolikoi-
den heitoista ja vastaavista — ja todennékéisyyslaskenta soveltuukin loista-
vasti téllaisten tilanteiden analysointiin. Se ei kuitenkaan tarkoita etté té-
mé on ainut viitekehys jossa todennékoisyyslaskentaa voi kayttda. Erityi-
sesti tdméan kurssin kannalta meidédn on tarkead keskittya ajatukseen, ettd
todennéakoisyyslaskentaa voi soveltaa myos tilanteissa joissa ei ole mitdéan
satunnaista.
Verrataan seuraavia tapahtumia:

1. Luennoitsija aikoo heittdid kohta tavallista noppaa. Miké on todenné-
koisyys, ettd saadaan luku 67

2. Luennoitsija heitti ennen luennon alkua tavallista noppaa, mutta ei
suostu kertomaan tulosta. Miké on todennékoisyys, ettd saatu luku oli
67

3. Luennoitsija kertoo ettd hénelld on laukussaan 1-6 nallekarkkia, mut-
tei suostu kertomaan tarkkaa méardda. Mikd on todennékoisyys ettéa
hénelld on niitd tasan 67

4. Edessési on kuusi numeroitua ovea joista tasan yhden takana on vuohi.
Miké on todennékoisyys sille, ettd vuohi on oven 6 takana?

Jokaisen tapahtuman kohdalla tuntuisi jokseenkin luontevalta sanoa etté
todennakoisyys on %, vaikka vain ensimmaiset kaksi tilannetta pohjautuvat
suoraan satunnaisuuteen. (Ja néistdkin jalkimméisessd "satunnaisuus on jo
tapahtunut".) Yksi tapa yrittdd tulkata esirerkiksi tapahtumaa kaksi aiem-
malle kielelle on miettia frekvenssejé eli kuvitella ettd mikéali nopanheitto ja
sen jilkeen arvuuttelu toistettaisiin useita kertoja, niin miké olisi silmélu-
kujen 6 keskimédrdinen osuus. Tama frekvenssilahestyminen toimii, mutta
joissain tilanteissa se voi tuntua hieman teennéiselta:

Innostuneena uudesta kaukoputkestasi mittaat usean vuoden ajan
Saturnuksen paikkaa taivaalla. Kerdttydsi roimasti datapisteitd ja
luettuasi kiertoratamekanitkkaa tulet tulokseen ettd Saturnuksen
massan on oltava 5+ 1 x 10%6kg.
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Tassé tilanteessa mittauksen tarkkuuteen liittyvin todennékoisyyden tul-
kinta frekvenssina vaikuttaa jo hieman kompel6ltd; Saturnuksen massa voi-
daan toki tulkita satunnaislukuna joka vaihtelee vaikkapa kuvitteellisten rin-
nakkaisuniversumien vélilla, mutta taysin tyydyttavalta tdmé tulkinta ei vai-
kuta.

Bayesildista paattelya

Télla kurssilla lahestytadnkin todennékoisyytta ajatuksella, ettd se kertoo
miten paljon kuvittelemme jonkin asian olevan totta. (Degrees of Belief.) Toi-
sin ajateltuna todennékoisyydet kuvaavat epdvarmuuttamme jonkin asian
suhteen. Mitd suurempi todennédkdisyys, sitd varmempia olemme asian var-
sinaisesta tilasta.

Katsotaan aiempia kysymyksia uudessa valossa:

1. Edessési on kuusi numeroitua ovea joista tasan yhden takana on vuohi.
Miten Varmaﬂ olet siitd, ettd vuohi on oven 6 takana?

2. Luennoitsija kertoo etta hanelld on laukussaan 1-6 nallekarkkia, muttei
suostu kertomaan tarkkaa maardd. Miten luultavasti on niitd tasan 67

3. Luennoitsija heitti ennen luennon alkua tavallista noppaa, mutta ei
suostu kertomaan tulosta. Kuinka vahvasti luulet ettd saatu luku oli
67

4. Luennoitsija aikoo heittdd kohta tavallista noppaa. Miten varma olet
siité, ettd saadaan luku 67

Téllaista ladhestymistapaa, jossa todenndkoisyytta pidetdan 'varmuuden maa-
rand’ (Degrees of Belief), kutsutaan usein todennékoisyyden Bayesildiseksi
tulkinnaksi. Bayesildinen lahestymistapa voi vaikuttaa alkuun hieman epa-
matemaattiselta, silld 'varmuuden méaéra’ on kovin subjektiivinen késite. Sy-
ventivassa osiossa keskusteltava Coxin lause kuitenkin takaa, ettd tdmén
'varmuuden méaran’ voi ajateella olevan se varmuuden méaara mita taydel-
linen péadtteliji tilanteessa tuntisi. (Matemaattisen ultimaattinen Sherlock
Holmes.)

Myoskin, kolikon kddntopuolena huomaamme ettd Degrees of Belief -
ladhestymistapa voi tuntua hieman kémpeloltéa silloin kun tutkitaan satun-
naista tilannetta kuten nopan heittoa. Mikaén ei kuitenkaan esta sinua tul-
kitsemasta todennékoisyyksid eri kontekstissa (tai eri tyyppisind todenné-
koisyyksind) tilanteesta riippuen.

!Tilanteessa, jossa todennakodisyydet ovat reippaasti alle puolen, voivat termit “varma”
taikka “luultava” tuntua hieman vierailta, mutta emme rupea téssi keksiméén uusia sanoja
vaan yritdmme kestaa.
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1.1.5 Todennékoisyyslaskennan kasitteiden pikakertaus

Kirjataan ylos muutamia peruskésitteitd ja huomioita mitd tulemme to-
dennékoisyyslaskennasta kurssilla tarvitsemaan. Kasittelemme kurssilla kdy-
tdnnossa pelkistdan diskreetteja taikka dérellisid satunnaismuuttujia, joten
muotoilemme perustermiston niiden asetelmassa.

Maisritelm# 1.1.1. (Adrellinen) todennikéisyysavaruus (tai todennikoi-
syysjakauma) on kolmikko (€2, F, P) missd 2 on jokin epétyhjd #érellinen
joukko, F' C P(f) epityhja kokoelma joukon £ osajoukkoja joka sisiltda
alkioidensa komplementit, yhdisteet seké leikkaukset ja P: F' — R funktio
jolle patevat seuraavat ominaisuudet.

(K1) P(A) € ]0,1] kaikilla A € F.
(K2) P(Q) =1ja P(0)=0.
(K3) Jos AN B = 0, niin P(AU B) = P(A) + P(B).

Télla kurssilla usein, muttei aina, F' = P(§2). Joukon § alkioita kutsutaan
alkeistapahtumiksi ja sen osajoukkoja kokoelmassa F' tapahtumiksi. Merkit-
semme ajoittain P({z}) = P(z) ja kutsumme lukua P(A) tapahtuman A
todennéakoisyydeksi.

Huomaa, etté diskreetissé todennakoisyysjakaumassa kuvaus P maaray-
tyy taysin sen arvoista alkeistapahtumissa P(x), z € Q. Talla kurssilla alkeis-
tapahtumien joukko 2 on usein luonnollisella tavalla indekséity, esimerkiksi
Q= {a1,...,a;}, jolloin kirjoitamme P(a;) = p;.

Esimerkki 2. Luennoitsijan laukussa olevien nallekarkkien lukumaéaéaraan liit-
tyvad epavarmuutta voidaan kuvata todennékoisyysjakaumalla

({yksi nallekarkki, ..., kuusi nallekarkkia}, P(2), P),

misséd P on vakiokuvaus %.

Tilanteessa jossa joku on saanut selville, etta luennoitsija on nallekarkki-
fani, saattaisi tilannetta mallintaa paremmin kolmikko missé todenndisyydet
ovat (1/32,1/32,1/16,1/8,1/4,1/2).

Maaritelma 1.1.2. Yhteisjakauma on todennékoéisyysjakauma muotoa
(Ql X QQ,Fl X FQ,P).

Mikéili A € Fy ja B € Fj, niin merkitsemme P(A x B) =: P(A, B) ja
sanomme etta tdmaé on todennakoisyys sille ettd seké A ettd B tapahtuvat.
Yhteisjakaumassa tapahtuman A € Fy marginaalinen todenndkédisyys on

P(A)= > P(A,B).

BeF>
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Huomaa ettd marginaaliset todennakdisyydet tuottavat uudet todennakoi-
syysjakaumat (£, F;, P;), i = 1,2.
Edelleen yhteisjakaumassa tapahtuman A ehdollinen todennédkéisyys ta-
pahtuman B suhteen on
P(A,B)

PAIB) = 5

Huomaa, ettd yhteisjakaumassa pétee
P(A,B) = P(A|B)P(B).

Esimerkki 3. Luennoitsijalla on edessadn 6 numeroitua rasiaa, joista 1-2 ovat
isoja ja loput 4 pienid. Hén kertoo valinneensa umpiméhkian huoneestaan
joko jalkapallon tai golfpallon ja piilottaneensa sen johonkin rasiaan. Huo-
maat, ettei jalkapallo voi mahtua pienempiin rasioihin ja mallinnat tilannet-
ta yheisjakaumalla, jossa ©; = {Jalkapallo, Golfpallo}, Q2 = {1,...,6} ja
todennakoisyys P on

1 kun k€ {1,2} 1
P(Jalkapallo, k) = { 4’ "1 P(Golfpallo, k) = —.
(Jalkapallo, k) {0, kun k > 3. (Golipallo, k) = 15

Merkataan tapahtumaa “luennoitsija valitsi golfpallon” A ja tapahtumaa
“valittiin rasia 3” B. Nyt voidaan laskea marginaaliset todennékdisyydet

1 1
P(A) =) P(Ak) = 65 =5
keQo
ja
P(B)= > P B)—1+0—1
B 4 Ty
z€eN
Edelleen voidaan laskea ehdolliset todennékéisyydet
P(A,B)
PAB)=———+ =12 =1
P(B) 4
ja
P(A,B) 1 1
P(B|A) = ————F === —.
(B4 = 5oy ==

Téarked tulos paattelyd varten on seuraava Bayesin kaava:

) - HEAPA)
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Kuva 1.3: Esimerkin (3| todennékoisyyspuu

Jatkossa suosimme ilmaisua P(X = q;|/) ilmaisun P(X = a;|I) sijaan.
Talla korostamme ja piddmme mielessé etté ladhestymistapamme on degrees
of belief -hengessé jolloin taustalla on aina jotain informaatiota I. Téten
esimerkiksi Bayesin kaava on hyvé kirjoittaa muodossa

P(B|A, I)P(A|I)

PAIB,D) = == 5

Maaritelmé 1.1.3. Olkoon (€2, F, P) todennékéisyysavaruus.
Satunnaismuuttuja on kuvaus X : 2 — R. Merkitsemme

P(X €B):=P({ae|X(a) € B}), P(X=y):=P{acQ|X(a)=y}).
Satunnaismuuttujalle X mééritellddn odotusarvo E(X) asettamalla

E(X)=> P(X =a)X(a).

a€ef

1.1.6 Entropia ja informaatiosisilto, lyhyesti

Tulemme kiyttdmaan kurssilla paljon aikaa perustellaksemme miksi seuraava
madritelmé on hyvé idea.

Maaritelma 1.1.4. Olkoon (9, F, P) &éarellinen todennikoisyysjakauma.
Té&ll6in tapahtuman A € F', missd P(A) > 0, informaatiosisdlté on

1

h(A) = 10%2(@)
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Alkeistapahtumille merkitsemme jélleen h({a;}) = h(a;), tai vield lyhyem-
min logy(1/p;). Informaatiosisdllon yksikké on meille (Shannonin) bitti.

Todennidkoisyysjakauman entropia on satunnaismuuttujan h odotusarvo,
eli

H:=E[h = - Zpi logy (pi)-

Entropiaa laskettaessa, mikéli tapahtuman todennékdisyys on 0, tulkitaan
ettd 0 x logy(0) = 0. Entropian yksikké on myo6skin Shannonin bitti.

Muista, ettd —logy(z) = logy(1/2z). Huomaa myds, ettd logaritmin kan-
nan valinta vaikuttaa vain globaalilla vakiokertoimella,

logy(z) = logyg(z)/ logy(2) = In(x)/In(2),

ja on luonteeltaan kuin mittayksikon valinta. Kéytdmme pertinteikka#ssé
hengessa kantalukua 2.

Lasketaan informaatiosisaltoé ja entropiaa aiemmin ilmenneiden esimerk-
kien tilanteissa.

Esimerkk: 4. 1. Kuusitoista korttia joista yhden takana on hymi6. Kukin
kortti oli, a priori, yhtéa todenndkoéinen joten yksittédisen kortin paljastu-
minen tasaisesta jakaumasta antaa informaatiosisillon — logy(1/16) =
log,(16) = 4. (Huomaa, etté olisit saanut kortin paikan selville neljalla
kylld/ei kysymykselld — kts. bindéarihaku.)

Sen paljastaminen, ettd hymid ei ollut sinisen kortin takana sulki pois
8 vaihtoehtoa 16:a, ja koska hymitn paikasta ei a priori tiedetty mi-
taéan, oli tapahtuman todennékdisyys 8/16 = 0.5. Témén tapahtuman
informaatiosisélto oli siis logy(2) = 1. Kun suljetaan pois puolet yhté
epavarmoista vaihtoehdoista, saadaan yksi bitti informaatiota.

Todennékoisyysjakauman entropiaksi saadaan vastaavasti

15 15
1

1 1 1
He-S" (=) =S Z1log, 16 = 16—4 — 4.
216 (36 Z16 082 16

1=0 i=0
2. Kuusi ovea, joista yhden takana on vuohi. Vuohen paljastaminen tuot-

taa —logy(1/6) = logy(6) ~ 2.6 bittid informaatiota. Informaatiosisil-
16n ei tarvitse olla kokonaisluku. Jakauman entropia on

3. Esimerkki [3} golfpallo ja jalkapallo.
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Yhteisjakauman entropiaksi saadaan

H= Y P, k)h(Px,k))

€N ,kEQ
6
= > P(a,k)h(P(x,k))
zeQ k=1
6 6
= P(G,k)M(P(G, k) + > _ P(J,k)h(P(, k)
k=1 k=1
: 1 | 12 11 4 11 4 0 0
=3 gy lon )+ (om0 + om0 + 0+ +0)
1 1
=5 logy(12) + 3 logy(4) =~ 2.8.

Tutkikaan seuraavaksi monimutkaisempaa esimerkkia Shannonin infor-
maation kaytostd. Téassd kohtaa ei ole vield selvad ettd miksi kukin vaihe
suoritetaan, tarkoituksena on antaa seurattavavissa oleva esimerkki siitéi,
miten informaatiosisallon kisitettéd voi kdyttaa.

Esimerkki 5. Sinulle annetaan 12 palloa ja vaaka, jolla voi vertailla kah-
dessa vaakakupissa olevien asioiden painoja. (Saat siis laittaa vaan kahteen
kuppiin haluamasi méaran palloja, ja vaaka kertoo ovatko kuppien sisallot
samanpainoisia, ja jos eivit niin kumpi on painavampi.) Sinulle kerrotaan
ettd 11 palloista ovat tismalleen samanpainoisia, ja yksi joko kevyempi tai
painavampi kuin muut. Miten monta punnitusta tarvitset selvittadksesi mika
palloista on poikkeava ja ettd onko se painavampi vai kevyempi kuin muut?

Tutkitaan ongelmaa entropian avulla. Maaritelldan alkuun tilannetta ku-
vaama todennakoisyysjakauma. Numeroidaan pallot 1-12 ja merkitdan mah-
dollisuutta “pallo k£ on painavampi kuin muut” merkilla £+ ja mahdollisuut-
ta “pallo k on kevyempi kuin muut” merkilla k—. Nyt tilannetta kuvaava
todennékoisyysjakauma on (2, F, P), missi

Q={1-,2—,..., 12— 1+,2+,...,12+}, F=P(Q)

ja P(z) = 2 kaikilla z € Q.

Vastauksen selvittdmiseksi sinun téytyy pystyd sanomaan “pallo k on
kevyempi/painavampi kuin muut”; tdmén tapahtuman informaatiosisélté on
h(3;) = logy(24) ~ 4.58. Meidén téytyy siis saada ulos ainakin (tdsmélleen)
tdman verran informaatiota ratkaistaksemme ongelman. Mutta miten monta
bittid informaatiota yksi punnitus antaa? Mikd punnitus meidén kannattaa
aluksi suorittaa?

6 x 6 Emme tiedd mitédan pallojen painoista aluksi, joten voimme olettaa et-
té4 vertaamme vaa’alla palloja 1—6 (vasen kuppi) palloihin 7—12 (oikea
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kuppi). Meilld on kaksi vaihtoehtoa; joko vasen kuppi on painavampi
tai oikea kuppi on painavampi. (Tasapainotila ei ole mahdollinen, eli
sen todennékoisyys on nolla.)

Vasen kuppi on painavampi vastaa tapahtumaa {1+, ...,64+,7—, ..., 12—},
ja sen todennikoisyys on 12/24 = 0.5. Vastaavasti oikea kuppi paina-
vampi vastaa tapahtumaa {1—,...,6—,7+,...,12+}, jonka todenné-

kéisyys on myds 0.5. Tétd punnitusta voidaan siis ajatella omana to-
dennékoisyysjakaumanaan, jossa on kolme alkiota “vasen painavampi,
tasapainossa, oikea painavampi”’ ja néitd vastaavat todenndkoisyydet
0.5, 0 sekd 0.5. Taéman satunnaisjakauman entropiaksi saadaankin siis

H = —0.510g5(0.5) + 0 — 0.51og,(0.5) = 1.

Tulkintamme siis on, ettd 6 vastaan 6 -mittauksen voidaan olettaa
antavan noin yhden bitin verran informaatiota.

5 x 5 Emme tiedd mitadn pallojen painoista aluksi, joten voimme olettaa et-
ta vertaamme vaa’alla palloja 1—5 (vasen kuppi) palloihin 6—10 (oikea
kuppi). Meilla on kolme vaihtoehtoa; joko vasen kuppi on painavampi,
oikea kuppi on painavampi, tai kupit ovat tasapainossa.

Vasen kuppi on painavampi vastaa tapahtumaa {1+, ...,5+,6—,...,10—},
ja sen todennékoisyys on 10/24 = 5/12. Vastaavasti oikea kuppi paina-
vampi vastaa tapahtumaa {1—,...,5—,6+,...,10+}, jonka todenné-

koisyys on my6s 5/12. Tasapainotila saavutetaan tapahtumassa {11—, 12—, 11+, 124},
ja tdmén tapahtuman todennékoisyys on 4/24 = 1/6.

Téatakin punnitusta voidaan ajatella omana todennakoisyysjakauma-
naan, jossa on kolme alkiota “vasen painavampi, tasapainossa, oikea
painavampi” ja néitd vastaavat todennakoisyydet 5/12, 1/6 sekd 5/12.
Tamén satunnaisjakauman entropiaksi saadaankin siis

5 12 1 5 12
H=—1 — -1 —1 —) ~ 1.48.
19 0gs( 5 ) + 6 0gy(6) + 19 0gs( 5) 8

Mittaus 5 vastaan 5 antaa siis keskimaarin enemman informaatiota
kuin 6 vastaan 6 -mittaus.

4 x 4 Kuten edella, tassa mittauksessa paadytaan todennédkoisyysjakaumaan
jossa on kolme alkiota “vasen painavampi, tasapainossa, oikea paina-
vampi” ja naita vastaavat todennékdisyydet 1/3, 1/3 seké 1/3. Entropia
on talldin

1
H = 3(3 log,(3)) = logy(3) ~ 1.58.

Loput valinnat Emme toista samaa laskua, mutta loput mittausvaihtoehdot 3 x 3,
2 x 2 ja 1 x 1 antavat kaikki vihemmén informaatiota kuin 4 vastaan
4-mittaus.
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Laskujen perusteella huomaamme, etté 4 vastaan 4 -mittaus antaa meille
suurimman informaatiosisdllon odotusarvon. Tulemme myShemmin huomaa-
maan, ettd aarellisissd todennikoisyysjakaumissa entropia on sitd suurempi
mitd lahempéand se on tasajakaumaa, joka maksimoi entropian. Erityisesti
emme voi toivoa punnitukselta, jossa on kolme vaihtoehtoa, suurempaa ent-
ropiaa eli keskiméaaraista informaatiosisaltod ei voi saavuttaa. Tastéd seuraa,
ettéd koska yhden punnituksen maksimientropia on a 1.58, niin punnituksia
tarvitaan vihintadn 4.58/1.58 ~ 2.9 eli véhintdén kolme kappaletta. (Taméa
ei takaa, ettd kolme mittausta aina riittéisi, mutta vihempi ei ainakaan ole
tarpeeksi.)

Tultuamme tulokseen ettd kannattaa aloittaa 4 vastaan 4 -mittauksella,
niin mité seuraavaksi? Vastaus on, ettd katsomme kutakin mahdollista pun-
nitustulosta “vasen painavampi, tasapainossa, oikea painavampi” erikseen, ja
teemme kussakin tapauksessa uuden analyysin ettd mika punnitustapa an-
taisi suurimman entropian, eli keskimé&érin eniten informaatiota. Ratkaisua
kannattaa pohtia ihan itse, mutta kolme punnitusta onnistuu esimerkiksi
kuten kuvassa [L.4l
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1.2 Syventava laajennos

Téssé osiossa perehdytéaén Coxin lauseeseen jonka nojalla meidén kannattaa
jatkossakin nojata todennakéisyysteoriaan tehdessdmme paattelyitd. Taman
jilkeen tutkimme hieman muutamaa Monty Hall -henkistd ongelmaa ja kat-
somme mitd informaatiolle néissé esimerkeissa kay.

1.2.1 Coxin lause

Aloitamme muutamalla lainauksella.

"La théorie des probabilités n’est que le bon sens reduit au calcul.’
-Laplace (1814)

(Vapaasti suomennettuna; Todenndkoisyyslaskenta on vain kiytannon jarkea
esitettyné laskuilla.)

The actual science of logic is conversant at present only with
things either certain, impossible, or entirely doubtful, none of
which (fortunately) we have to reason on. Therefore the true
logic for this world is the calculus of Probabilities, which
takes account of the magnitude of the probability which
is, or ought to be, in a reasonable man’s mind.

-James Clerk Maxwell (1850)

“That’s a bit of an anticlimax,” Harry said. “You’d think there’d
be some kind of more dramatic mental event associated with
updating on an observation of infinitesimal probability -” Harry
stopped himself. Mum, the witch, and even his Dad were giving
him that look again. “I mean, with finding out that everything I
believe is false.”

-Harry Potter-Evans-Verres, HPMOR.com, Chapter 2

Klassisessa paéttelyssa aloitetaan oletuksista ja edetdén niiden loogisiin
seurauksiin. Pahkindnkuoressa:

e Kaikki ihmiset ovat kuolevaisia.
e Sokrates on ihminen.

e Titen Sokrates on kuolevainen.
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Kuvallisesti tilannetta voisi havainnoillistaa esimerkiksi seuraavasti.

o

Seuraukset tai
o lopputulemat

Syy J

AN

(e]

Kaytéannon tilanteet ovat kuitenkin harvoin néin suoraviivaisia. Tyypil-
linen paattely voisi nayttad esimerkiksi seuraavalta:

o Maa on nakéjadn méarka.
e Pédttelen ettéd yolla on satanut.

e (Vaikka tilanteen selittdisi my6s yollinen pikatulva tai naapuri joka on
jostain syystéd kastellut maata.)

Yleensd kuljemmekin siis paattelyissa ikdankuin toiseen suuntaan. Teemme
havaintoja, muodostamme néille mahdollisia selityksia ja piddmme joitakin
mahdollisista selityksia toisia luultavampina. Kuvallisesti esitettyna tilanne
niyttad seuraavalta.

o
. / o

Seuraukset tai

Mahdolliset syyt . ) havainnot
[ [¢]
\ O

Tilanne nayttda kuvan tasolla myos tieteellisen kokeen tekemiselté; haluam-
me selvittdd mikd useista mahdollisista hypoteeseistd on todennékéisin ja
istuu parhaiten mittaamaamme dataan.
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Mika, olisi sitten hyvé tapa verrata eri mahdollisuuksia? Coxin lauseen no-
jalla todennékoisyyslaskenta (eli Bayesildinen padttely) antaa léihesﬂ alnoan
tavan suorittaa konsistenttia vertailua. Lahdetadn seuraavaksi kiiyméaan lapi
Coxin lauseen taustaa ja ideaa. Emme kay tdssa lapi kaikkia yksityiskoh-
tia, vaan lahestymistapamme on téssd vaiheessa luonteeltaan kuvailevampi.
Uteliaan lukijan ohjaamme joko lukemaan asiasta lyhyesti lahteesté [Siv06,
s.1-10] tai pitkin kaavan kautta lihteestd [Jay03].

Uskottavuusasteista

Tutkitaan tilannetta, jossa meilld on jokin systeemi jonka suhteen haluamme
tehdd mahdollisimman hyvid ennustuksia ja paidtelmia. Téllainen systeemi
voisi olla vaikka

e Aurinkokunnan fysikaalinen malli. (Haluamme saada mahdollisimman
hyvén arvion Jupiterin massasta.)

e Kuurupiilo kaverin kanssa. (Haluamme 16ytda kaverimme mahdollism-
man nopeasti, eli haluamme tietdd hénen luultavimmat piilopaikkan-
sa.)

e Kryptattu viestikanava. (Haluamme tietdd mahdollisimman paljon sa-
lakirjoitettujen viestien sisdllosta.)

Kaikissa systeemeissd meilld on aina myos jokin konteksti, jota merkit-
semme téssd merkilld X . Konteksti kuvaa kaikkea (systeemin kannalta oleel-
lista) taustatietoa mitd meilld on. Konteksti voi sisdltaé esimerkiksi

e Newtonin lait ja karkeita arvioita aurinkokunnan rakenteesta.

e Tietoa piilossa olevan henkilon koosta ja hénen piilopaikkapreferens-
seistaan.

e Suomenkielisen tekstin kirjainfrekvensseja ja salakirjoitusalgoritmin ra-
kenteen.

Konteksti yleensé laajenee kun opimme lisdéd ympéaristostamme. Kontekstiin
voi tulla esimerkiksi uusia mittauksia Jupiterin kiertoradasta, tieto siita etté
kaverisi ei mennyt sisélle piiloon tai etté salausalgoritmin kiyttaja on tehnyt
protokollassaan virheen.

Téamén lisdksi meilld on erilaisia mahdollisuuksia, (tai tapahtumia), joita
merkitddn téssd A, B, C, jne. Mahdollisuuksia voisivat esimerkiksi olla

e Jupiterin massa on yli miljoona tonnia.

e Piilossa oleva kaveri on joko kiven takana tai puussa.

2Coxin antamat aksioomat ovat useimmat kohtuullisesti hyviksyttivin tuntuisia, mut-
ta tahan vaikuttaa kreikkalaiseen filosofiaan perustuva maailmankuvamme.
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e Selkokielisen viestin ensimmaé&inen kirjain on “k”.

Uskottavuusaste on mittari, jolla vertaillaan sitd miten luultavia eri ta-
pahtumat ovat keskenddn. Tapahtuman A uskottavuusastetta kontekstissa
X merkitaan m(A|X). Uskottavuusasteelta oletetaan seuraavia ominaisuuk-

sla.

(C1)

Uskottavuusasteita voi vertailla keskenédén, eli tapahtumaa A voidaan
pitaéd tapahtumaa B luultavampana kontekstissa X. Merkitadn téata
m(A|X) > 7(B|X). (Koko uskottavuusasteen idea on vertailla asioita.)
Liséksi oletetaan, ettd tdmé vertailu on transitiivista, eli jos m(A|X) <
m(B|X) ja 7(B|X) < 7(C|X), niin myds 7(A|X) < 7(C|X).

Téama vaatimus estad kehapéaatelmat. Lisdksi teemme hieman teknisen,
mutta hemmetin luonnollisen, oletuksen siité etté erilaisia tapahtumia
on enintédén kontinuumin verran. (Eli niitd saa olla dérettomésti, mutta
el naurettavan darettomasti. Suurempia ddrettomyyksia tulee yleensa
vastaan vaan tarkoituksenhakuisilla matemaatikoilla.) Tésté seuraualﬂ7
ettd voimme olettaa uskottavuusasteiden olevan reaalilukuja.

Uskottavuusasteet sopivat yhteen matemaattisen logiikan kanssa to-
teuttaen seuraavat ehdot. (Kritiikkkimme matemaattiste logiikkaa koh-
taan ei ollu sen virheellisyydessd vaan riittdméattomyydessd. Hyvén
padttelysysteemin tulisi silti toimia samalla tavalla niissé spesifeissa
tilanteissa jossa deduktiivinen logiikka on kiyttokelpoista.)

(a) Jos tapahtuman uskottavuusaste voidaan paitella useammalla eri
tavalla, niin nédiden tapojen tulee tuottaa sama uskottavuusaste.
(b) Kaikki taustainformaatio otetaan aina huomioon.
(c) Loogisesti yhtapitévilla véitteilld on sama uskottavuusaste.
Voimme péételld tapahtuman “ei A” (merkitaan Z) luultavuuden kon-

tekstissa X tapahtuman A luultavuudesta kontekstissa X . Tarkemmin
ilmaistuna, on olemassa funktio G: R — R siten etta

(1.2.1) 7(A)X) = G(n(A]X)).

On olemassa funktio F': R x R — R, joka ei ole vakio kummankaan
parametrinsa suhteen, siten etté kaikilla tapahtumilla A ja B pétee

(1.2.2) 7(A A B|X) = F(r(A|X A B), n(B|X)).

Téssd A tarkoittaa “ja”, ja m(A|X A B) kuvaa tilannetta jossa olemme
lisinneet kontekstiimme havainnon B.

3T4m4 nojaa sithen, etté jokainen hyvinjirjestetty joukko jossa on enintéin kontinuu-
min verran alkioita uppoaa isomorfisesti avaruuteen (R, <).
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T&ama oletus on mahdollisesti raskain hyvéksya, silld se on varsin tekni-
nen. Suosittelen miettiméén sen sisélt6d hieman hartaammin, ja pohti-
maan ettd minkalainen paattely- taikka uskomusjérjestelmé ei toteut-
taisi taté ehtoa.

Coxin lause kertoo, ettd néilld oletuksilla voimme uudelleenparametri-
soida uskottavuusasteemme noudattamaan Kolmogorovin aksioomia. (Eli to-
denniikoisyyslaskennan perusaksioomia.) Emme kiy 14pi kaikkia yksityiskoh-
tia, mutta kuvailemme todistuksen suuria linjoja. Noudatamme pitkalti Si-
vian ([Siv06]) esitysta.

Ensialkuun huomaamme, etté kiyttamalla ehtoa tapahtuman A A
B A C uskottavuuden arviointiin saamme

T(ANBAC|X)=F(r(AANB|X),mn(C|IAANBAX))
=F(F(r(A|X),m7(BJANX)), 7(C]IANBA X))
ja vastaavasti
T(ANBAC|X)=F(r(AlX),n(BANC|ANX))
= F(r(A|X),F(r(CIANBAX),n(B|AAX))).
Ehdon (C2) a)-kohdan nojalla nyt saadaan siis
F(F(x,y),2) = F(x, F(y, 2)).

Téssd kohtaa suoritamme ison vélivaiheiden ohittamisen ja toteamme, ettd
koska F' toteuttaa yllaolevan yhtalon kaikilla x,y, 2z € R, niin F' on valtta-
matta muotoa

F(z,y) = f~(f(z) + £(b),

missi f: R — R on kiéintyvi kuvaus[]

Seuraavaksi méirittelemme ¢ = f o 7w ja huomaamme ettid koska f on
kidantyva kuvaus, niin ehdon (C3) nojalla niin on olemassa g: R — R siten,
etta

P(AX) = g(o(A]X)).
Lisdksi ndemme, ettd nyt pétee
?(ANB|IX)=¢(A|BANX)+ ¢(B|X).

Teemme toisen ison vélivaiheiden ohittamisen, ja toteamme etté rajoit-
tumalla tiettyihin minimalistisiin tilanteisiinlﬂ voidaan funktiolle ¢ johtaa

4T&mi on kovasti epétriviaali huomio, kts. esim [Siv06, Appendix C].

SPisttelytekniikkamme tulee toimia kaikissa tilanteissa, joten sen pitéii erityisesti toi-
mia kyseisessd minimalistisessa tilanteessa, joka edelleen siséltyy ldhes kaikkiin yleisimpiin
systeemeihin. Joten koska funktion g pitdé toteuttaa ominaisuus minimitilanteessa, pitda
sen toteuttaa se myos sen sisaltavissd rakenteissa. Kts. jalleen kerran [Siv06].
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seuraava ominaisuus:
x+9(g(y) —x) =y+g(g9(x) —y) kaikilla z,y € R.

Tésta edelleen epétriviaalisti seuraa, ettd funktion g on oltava muotoa

g9(z) =~ 'log(1 — e7?),

missé v on jokin nollasta poikkeava vakio.
Nyt viimein voimme mééritelld prob(-) = exp(v¢(-)), ja huomaamme
suoralla laskulla ettéa

prob(A|X) + prob(A|X) = prob(A|X) + exp(y¢(4| X))
= prob(A[X) + exp(y19(¢(4|X)))
— prob(A|X) +eXp('w Mog(1 — e7?41)
= prob(A|X) 4+ 1 — ¢79AIX)
— VO(AIX) 4 eW(AIX)

=1.
Vastaava suora lasku néyttaa, etté
prob(A A B|X) = prob(A|X A B) prob(B|X).

Téaten alkuperdisestd uskottavuusasteesta m(-) uudelleenparametrisoitu
versio

prob(-) = exp(v¢(-)) = exp(vf(r(*)))

toteuttaa Kolmogorovin aksioomat todennikéisyydelle.
Pidemmekin jatkossa annettuna, ettd todennékoisyyteen perustuva Baye-
sildinen péaattely on luonnollinen malli tehdd informatiivisia paatelmié.

1.2.2 Paattelya kiytinnon tilanteissa

Coxin lauseen nojalla Kolmogorovin aksioomat antavat hyvén, elleiviat suo-
rastana parhaan (ja ainoan) tavan arvioida tapahtumien uskottavuutta an-
netussa kontekstissa. Milta tdmé padttely sitten kiyytdnnossa nayttada? Kriit-
tinen idea tiivistyy todennéakoéisyyslaskennasta tuttuun Bayesin kaavaan:

prob(Y| X, I) - prob(X|I)
prob(Y'|I)

prob(X|Y,I) =

Téssé on siis kyseessé yhteisjakauma (€21 x Qg, F1 x Fy, P) missid X ja Y ovat
satunnaismuuttujia todennéisyysavaruuksissa (1, F1, Pp) ja (Qg, F, P), mis-
sd P; ja P, ovat todennékoisyyden P marginaalitodennikoisyydet. Kaavoissa
esiintyva I kuvastaa meilla tilanteen kontekstia taikka taustalnformaatiota.
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Baysildisen pédttelyn taustalla on idea, ettd uskosi satunnaismuuttu-
jan X laidasta muuttuu Bayesin kaavan kuvaamalla tavalla kun havain-
noit/mittaat tapahtuman Y. Esimerkkini voisi olla, ettd paras arvauksesi
(jota kuvastaa satunnaismuuttuja X ) kaverisi piilopaikasta muuttuu saatua-
si tietoosi ettd hén ei ole piilossa sisélla (tapahtuma Y'). Bayesin kaavan voi
my0s vihjailevasti kirjoittaa seuraavaan muotoon.

b(datalhypoteesi, I') - prob(hypoteesi|]
prob(hypoteesildata, I) — prob(datalhypoteesi, I') - prob(hypoteesi|I)
prob(datal|l)

Bayesin kaavan voidaan siis tulkita kertovan myos siité, miten uskottavuusas-
teesi mahdollisiin eri hypoteeseihin muuttuu saatuasi uutta (mittaus)dataa
tilanteesta. Toistamme aikaisemman kuvan korostaaksemme, ettd tdhén juu-
ri pyrimme:

o
. / |

Seuraukset tai

Mahdolliset syyt ° ) havainnot
[ ] (e)
\ ]

Todennakéisyyslaskenta on siis eri mahdollisuuksien uskottavuuksien vertai-
luun sopiva koneisto Coxin lauseen mukaan, ja Bayesin lause antaa konkreet-
tisen tyokalun tdhan vertailuun.

Huomaa vield, ettd mikali vertailemme eri hypoteeseja toisiinsa, meité
kiinnostaa vain mille hypoteesille Bayesin kaava antaa maksimaalisen arvon,
eikd nimittdjén termi vaikuta tdhén. Sen voi siis (joissain tilanteissa) jattaa
huomiotta, jolloin voimme kirjoittaa

prob(hypoteesi|data, I') o< prob(data|hypoteesi, I') - prob(hypoteesi|I).

Klassinen Monty Hall -ongelma

Analysoidaan Bayesilaisella padttelylla seuraavaa tilannetta, joka tunnetaan
Monty Hall -ongelmana.

Esimerkki 6. Olet mukana kisailuohjelmassa jossa edessési on kolme suljet-
tua ovea. Yhden takana on palkinto, kahden muun takana ei mitdan. Saat
valita vapaasti oven, mutta ennenkuin avaat sen, kisan juontaja avaa kah-
desta muusta ovesta sellaisen, jonka takana ei ole palkintoa. (Hén tietaa
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palkinnon sijainnin.) Tamén jalkeen sinulle tarjotaan mahdollisuus vaihtaa
ovea. Kannattaako sinun vaihtaa?

Kilpailussa alkuperidinen valinta tehdddn ennen kuin saamme mitdin
informaatiota palkinnon sijainnista, joten voimme olettaa ettd valitsemme
aluksi oven 1. (Muut tapaukset voi késitelld erikseen, tai huomata etté téssi
vaiheessa voimme numeroida ovet padssdmme uudestaan.)

Muodostetaan seruaavaksi tilannetta kuvaava todennakéisyysjakauma.
Tilannetta varten muodostamme yhteisjakauman (H x A, P(H) x P(A), P),
missd H = (Hy, Hy, H3) kuvaa palkinnon sijainnin vaihtoehtoja (H; on al-
keistapahtuama “palkinto on oven i takana”) ja A = (A, Ag, A3) kuvaa
juontajan avaamaa ovea (A; on alkeistapahtuma “juontaja avaa oven 7).
Muodostetaan seuraavaksi todennéisyysfunktio P.

Emme tiedd aluksi mitdén palkinnon sijainnista, joten meiddn on luon-
tevaa asettaa tapauksien H; marginaalitodennikéisyydet samoiksi: P(H;) =
P(H,) = P(H;3) = . Koska tieddimme, ettd juontaja avaa aina oven jonka
takana palkinto ei ole, saamme liséksi seuraavat ehdolliset todennékoisyydet.
(Huomaa, ettd juontaja ei ikind avaa ovea 1, koska olemme sen alustavasti
valinneet. )

P(A1|Hy) =0 P(As|Hy) = 5 P(A3|Hy) = 5
P(AHS) =0  P(As|Ha) =0 P(As|Hy) =1
P(A1|H3) =0 P(A2|H;) =1 P(As3|H3) = 0.

Niiden tietojen avulla voimme laskea todennékdisyysfunktion P arvot
kaavalla P(A;, H;) = P(A;|H;)P(H;). Saamme

&, kunie{2,3},j=1
P(A;, Hj) =< 3, kun (i,5) € {(2,3),(3,2)}
0,

muulloin.

(Emme tosin tarvitse koko jakaumaa Bayesin kaavan ansiosta.)
Nyt voidaan laskea

P(As|H;)P(H;) _ P(As|Hj)3

2
%, kuni=1
2
= gP(A2|Hj) =<0, kuni=2
%, kun ¢ = 3.
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Vastaavalla laskulla saadaan

%, kuni=1
P(Hj|A3) =< 2, kuni=2
0, kuni=3.

N&hdaan siis, ettd kussakin tilanteessa toinen ovi kuin alkuperdinen valinta
on todennékoisempi kuin alkuperéinen valinta. Vaihtaminen siis kannattaa!

Tamaé tulos voi useasti vaikuttaa epéintuitiiviselta. Suosittelen jotain seu-
raavista:

e Pelaa pelia opiskelijatoverisi kanssa 20 kertaa kahdella eri strategialla ja
kirjaa voittojen méaadri. Vélineeksi sopii esimerkiksi kolme pelikorttia.

e Koodaa itsellesi pieni ohjelma joka simuloi pelaamista miljoona kertaa
ja keraa tulokset.

o Mieti tilannetta jossa on alunperin miljoona ovea. Valitset yhden, jonka
jalkeen juontaja avaa 999 998 ovea. Kannattaako vaihtaa?

Varioitu Monty Hall -ongelma

Esimerkki 7. Kuten ylla, mutta télla kertaa juontaja paattaéd kapinoida ki-
sailuohjelman tuottajaa vastaan. (Han on katkeroitunut koska hénen ideoi-
taan ohjelman kehittdmisestd ei kuunneltu.) Valittuasi alkuperdisen oven
hén kaivaa taskustaan kolmisivuisen nopan, heittdd sitd ja valitsee nopan
silméluvun perusteella minké oven han aukaisee. Kyseisen oven takana ei ole
palkintoa. Kannattaako sinun nyt muuttaa valintaasi?

Analysoidaan taas. Otetaan nyt uusi yhteisjakauma, jota merkitsemme
(V, A*), muotoa (V x A*, P(V) x P(A*), P), missi

V= (W,Va,V5), A" = (Al A7, A Ay AT AT).

Lasketaan suoraan yhteisjakauman todennékoisyysfunktio. Arvot on kir-
jattu seuraavaan taulukkoon.

AT AT AS A AT A3
Vi 0 3 3 0 3 0
Va 3 0 0 : : 0
Vs 3 0 : 0 0 :
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Marginaalitodennikoisyyksiksi saadaan P(V = V;) = %, 1 =1,2,3, ja mar-
ginaalijakauman A4 todennékéisyydet ovat

212121
99°9'9'9°9)"

P(A; [V)P(Vy) _ P(A;|Vi)3

Nyt voidaan taas laskea

3
%, kuni=1
2
:§P(A2_\Vj): 0, kuni=2
3, kuni=3.

Vastaavalla laskulla saadaan

%, kuni =1
P(Vj|A3) <4, kuni=2
0, kuni=3.

Tassa tilanteessa vaihtamisella ei siis ole valial Tilanteista voi lukea lisaa
MacKayn kirjasta, [Mac03| s.57, Exercise 3.8 & 3.9]

Miten paljon informaatiota tilanteessa liikkuu?

Ensimmaisessa tilanteessa epavarmuuttamme palkinnon sijainnista kuvasi
tasajakauma (3,1, 1), jonka entropia on logy(3) ~ 1.58. Tutkitaan tilannet-
ta, jossa aluksi valitsimme oven yksi, ja juontaja avasi oven kaksi. Aiemmis-
ta laskuista ndemme, ettd P(A = As) = 3, joten tapahtuman “ovi kaksi
aukaistiin” informaatiosisélté on h(%) = 1. Tapahtuman jilkeen paadyim-
me siihen, ettd uskoamme palkinnon sijainnista kuvaa jakauma (%,0, %)
Téamén jalkimmaéisen (posteriori) jakauman entropia on noin 0.92. Koska
1.58 — 1 = 0.58 < 0.92, niin kaikki informaatio juontajan oven avauksesta ei
siirtynytkadn tiedoksi palkinnon sijainnista. Minne nuo 0.34 bittia informaa-
tiota padtyiviat? Tulemme palaamaan aiheeseen myohemmin, lyhyt vastaus
on ettd “kadonnut” informaatio liittyy satunnaismuuttujien V ja A yhteisin-
formaatioon. Lisdksi huomaamme ettd yhteisjakauman entropialle voi laskea
H(V,A) ~ 1.92. Erityisesti siis juontajan tarjoama yhden bitin informaatio
vahensi epdvarmuuttamme yhteisjakauman tilasta tdsmélleen yhden bitin
verran.

Toisesta esimerkisté voi halutessaan laskea vastaavia tunnuslukuja.

Katso kuitenkin néaihin liittyen varoittava esimerkki [g]



Luku 2

Entropia ja informaatiosisalto

Téssé osiossa syvennetddn aiempia huomioita entropian seké informaatiosi-
sdllon ominaisuuksista. Kertauksenomaisen tiivistyksen hengessa aiemmas-
ta:

1. Kaytamme todennidkodisyysjakaumia useasti epédvarmuuden kuvailuun
emmeké niinkddn satunnaisuuden kuvailuun.

2. Coxin lauseen nojalla tdmé on todelld hyvéi idea.

3. Todenn&koisyysjakauma kuvaa epavarmuuttamme, ja todennékoisyys-
jakauman entropia epavarmuutemme méaaraa.

4. Tapahtuman A = ag informaatiosisalté h(A) = —logy(P(A = ap)) ku-
vaa sitd, paljon tietoa tapahtuman havainnointi meille antaa. Entropia
on informaatiosisillén odotusarvo.

5. Huomaa kolikon kaksi puolta. Muodostamme epavarmuuttamme ku-
vaamaan todennakoéisyysjakauman jonka entropia, eli keskiméardinen
informaatiosisdlto, kuvaa epdvarmuutemme maéadrad. Kun havainnoim-
me tapahtuman (tai tutkimme paljonko annettu koejarjestely, esimer-
kiksi punnitus, meille kertoo) laskemme tapahtuman informaatiosisél-
16n (tai koejarjestelyn entropian) joka kertocE] meille paljonko epéavar-
muutemme vihenee (keskiméérin). Tilanne toivon mukaan selkeytyy
ainakin hieman tdmé&n luvun aikana.

Téssa kappaleeessa kaikki todennkoisyysjakaumamme ovat muotoa (w, P(Q2), P),
misséd ) on adrellinen joukko. merkitsemmekin usein todenndkoéisyysjakau-
maa ((a1,a2,...,pk), (P1,D2,---,Pk)), milld tarkoitamme siis ettd P(a;) =
pj. (Muista, etté dérellisessé todennékoisyysjakaumassa alkeistapauksien to-
dennékéisyydet médradvit koko todennékdisyysfunktion.

'Ei aina suoraan, katso esimerkiksi viime luvun Monty Hall -ongelmien informaatiolas-
kut.

31
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Monisteen merkintéihin on livahtanut epékonsistenssia. Tapahtuman “A
ja B” todennékoisyyttd merkitdén ajoittain P(A A B), ajoittain P(A, B).
Tarkoittavat samaa asiaa. Pahoittelut.

Caveat Lector: Tutkittaessa ddrellistd todenndkoisyysjakaumaan jos-
sa P on vakio, entropian laskeminen palautuu kysymykseen ettd “monta-
ko kertaa joukko pitdd puolittaa jotta jaljelle jaa vain yksi alkio”. Toisin
sanoen, “kuinka monta kylld/ei-kysymysta pitaa kysya etta yksittainen al-
kio maarittyy”. Monimutkaisemmassa tilanteessa, kuten aiemmassa punni-
tusongelmassa, voidaan tehdd monimutkaisempia mittauksia kuin kylla/ei-
kysymyksid (esim. vasen/oikea/tasapaino), jolloin on luontevaa kysyd mon-
tako kertaa joukko pitad jakaa kolmeen ennen yksittaisen alkion eriytymista.
Téssdkin entropia tarjoaa ratkaisun laskea vaadittavien kysymyksien méa-
rd. Meilld on kuitenkin useammin kasilla tilanne, missi epdvarmuuttamme
ei kuvaa tasajakauma. Talloin heuristisessa mielessé kysymys “kuinka monta
kylld/ei-kysymysté pitdd kysyé...” muuttuu muotoon “kuinka monta kylla /ei-
kysymysta pitdd keskiméaarin kysya...”.

Tarkemmin sanottuna, mikali epavarmuuttasi kuvaa jokin TN-jakauma
(Q, F, P) ja havainnoit tapahtuman A jonka informaatiosisalto on h(A), ei
tama aina tarkoita etté paivitetyn jakaumasi entropiaa voi péaatella tai laskea
alkuperiisen jakauman entropiasta seké luvusta h(A). Voit kuitenkin laskea,
ettd mikili aiot tehds mittauksen X jonka mahdollisuudet ovat A ja A, niin

Ho=H(X)+P(X = AH(Q|X = A) + P(X = A)H(Q|X = 4),

missd H(QX = A) tarkoittaa ettd laskemme entropiaa uudelle todennakoi-
syyjakaumalle (2N A, F', P(---|A)). (Puhumme téstd nk. ehdollisesta ent-
ropiasta kohta lisd.)

Varoittava esimerkki:

Esimerkki 8. Kuvatkoon epavarmuuttamme jostakin tilanteesta jakauma,
jossa on viisi alkeistapausta, a1, ..., as, joilla on todennékoisyydet p1, ..., ps
siten, etta p; = % japy = ... = p5 = é. Téamén jakauman entropiaksi
saadaan

1

1 1 1
Hau = 3 log,(2) + 4§ log,(8) = 5T 35 =2.

Tapahtuman {ag,...,as5} todennékoisyys on 4 - % = %, eli kyseisen ta-

pahtuman informaatiosiséltd on h(3) = 1. T4lld tapahtumalla ehdollistettu
uusi todennékoisyysjakauma on

))-

1 =

)

e

1
747

| =

((ah az, a3, a4, CL5), (07

Télle jakaumalle saadaan entropiaksi 4 - 1 - logy(4) = 2.
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Toisaalta tapahtuman {a;} todennékéisyys myoskin %, eli kyseisen ta-

pahtuman informaatiosisilté on h(3) = 1. Télld tapahtumalla ehdollistettu
uusi todennékoisyysjakauma on

((al, asz, as, aq, a5), (1, 0, 0, 0, 0))

Télle jakaumalle saadaan entropiaksi 0.

Huomaammekin, ettd informaation saaminen tilanteessé pienensi epé-
varmuuttamme, mutta epdvarmuuden maaréd voi yksittédisessa tapauksessa
pienentyd enemmaén tai vihemmaén kuin havaitun tapahtuman bittimaara.

Kuitenkin, huomaa ettd kahden mahdollisen tapahtuman todenn&koi-
syyksilladn painotettu keskiarvo on

1 1
5 2+ 3 0=1,
eli keskiméérin saamme yhden bitin tietoa.

Eli siis: yleisessé tilanteessa missi epdvarmuutesi on aluksi H ja
saat tilanteeseen liittyen k bittid informaatiota, voit arvioita uuden
epavarmuutesi miirda — muutta vain keskiarvoisesti.
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2.1 Perusosa

Kaydaan lapi lisédd entropian perusominaisuuksia ja maéaaritelladn yhteisin-
formaatio.

2.1.1 Informaatiosisillon ja entropian karakterisoivia omi-
naisuuksia

Maérittelimme aikaisemmin tapahtuman A informaatiosisillon kaavalla

P = 1o (557 )

Infomraatiosisallolla on seuraavia hyddyllisid ominaisuuksia.
Lemma 2.1.1. Funktiolle h: (0,1] — R pdtee, ettd:
1. Se on jatkuva ja vihenevd funktio.
2. Kaikilla z,y € (0,1] patee h(zy) = h(z) + h(y).
Todistus. Seuraa suoraan logaritmin perusominaisuuksista. O

Mahdollisesti kiinnostavampi huomio on seuraava.
Lause 2.1.2. Olkoon f: (0,1] — R funktio s.e.

1. Se on jatkuva ja vihenevd funktio.

2. Kaikilla z,y € (0,1] pdtee f(zy) = f(x) + f(y).
Tallgin funktio f on muotoa f(x) = log,(1/x) jollakin r > 0.

Todistus. Demotehtéva. O

Vastaavasti huomataan, ettd entropialle péatevat seuraavat ominaisuudet.

Lemma 2.1.3. Todenndkdisyysjakaumassa ((a1,...,ax), (p1,--.,px)) Shan-
nonin enropiakuvaukselle

n
H(plv R ;pn) = _ij logZ(pj)
i=1

on voimassa seuraavat ominaisuudet.

1. Kuvaus H on jatkuva kunkin parametrinsa suhteen.

2. Jos merkitddn

niin A(k) > A(m) aina kun m > k.
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3. Jos jakauman alkeistapaukset jaetaan erillisiksi joukoiksi Aq,..., A; j
muodostetaan uudet jokaumat X := ((A1,...,A;), (P(A1),..., P(4;
sekd Yy := (Aj, P(:|Aj)), niin entropialle pitee

)
H(pi,...,pn) = H(X) + Z P(Aj)H(Yj).

Todistus. Kohdat 1 ja 2 ovat suoraviivaisia. Kohdassa kolme todistettiin

luennolla tilanne Q = {ai,...,a5}, A1 = {a1,a2}, Ay = {as,aq,a5}, jo-
ka on suora lasku ja demonstroi hyvin yleisen tilanteen. Todistus lisdtaan
tanne mahdollisesti my6hemmin. O

Myos entropialle patee ettd ndmé ominaisuudet karakterisoivat sen.

Lause 2.1.4 (Shannon 1946). Funktio joka toteuttaa ylliolevat ehdot on
véalttamdttd muotoa

n
- Z pj 10g7“ (pj)
j=1

jollakin r > 0.

Todistus. Torstain luennolla. O

2.1.2 Yhteisinformaatio

Seuraavaksi perehdytééin yhteisinformaation késitteeseen. Aloitetaan muu-
tamalla havainnoillistavallae esimerkilla.

Muutama esimerkki

Kuurupiiloesimerkit ovat huollossa.

Toisiinsa liityvit satunnaismuuttujat

Olkoon (X,Y’) yhteisjakauma. Todennkoisyyslaskennassa méaéaritelladn, etta
muuttujat ovat riippumattomat mikali

P(A A B) = P(A)P(B).

Téllaisessa tilanteessa huomaamme, etté havainnon B tekeminen jalkimmai-
sestd satunnaismuuttujasta ei vaikuta ensimmaéiseen satunnaismuuttujaan.
Jalkimmainen muuttuja ei siis vélitd informaatiota ensimmaéisen satunnais-
muuttujan tilasta.
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"Information theory 101,"the boy said in a lecturing tone. "Ob-
serving variable X conveys information about variable Y, if and
only if the possible values of X have different probabilities given
different states of Y."

Harry Potter-Evans-Verres, HPMOR.com

Klassinen tapa mitata satunnaismuuttujien yhteyttd on korrelaatioker-
roin. Korrelaatiokerroin kuitenkin mittaa ldhinné lineaarista yhteytta kahden
satunnaismuuttujan valilld. Tarkempi mittari on yhteisinformaatio.

Huomataan alkuun ettd yhteisjakaumassa, jossa muuttujan ovat riippu-
mattomia, patee

1
Z P CL“ 10g2 <P(a b)>
iy 0j

a;,b;

=— Z P(a;)P(b;) logy (P(a;)P(b;))
- Z P(a;)P(b;)(logy(P(as)) + logy(P(by)))

ai,b il

™ Pla;)(logy(P(ar) 3 P( ZP ) (logs(P ZPa]

bJ
=H(X)+ H().
Riippumattomilla satunnaismuuttujilla yhteisjakauman enropia on siis mar-
ginaalijakaumien entropioiden summa. Téasta saadaan tapa mitata jakaumien

riippuvuutta tutkimalla paljonko ndmé entropiat poikkeavat toisistaan.

Maaritelma 2.1.5. Yhteisjakaumassa (X,Y’) kahden satunnaismuuttujan
yhteisinformaatio on

I(X;Y)=H(X)+H(Y)-H(X,Y).
Yhteisinformaation voi mééritelld myos seuraavalla ldhestymistavalla.

Maaritelma 2.1.6. Olkoon (X,Y) yhteisjakauma. Méaritellaan

H(X|Y = b)) ZP = a;]Y = bj)logy(P(X = a;[Y = b)).

Huomaa ettéd téssa ehdollistetaan tapahtumalla.
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Tulkitaan nyt b; — H(X|Y = b;) satunnaismuuttujana ja mééritellaan
sen odotusarvona

H(X|Y) = E[H(X|Y = b;)]
= P(Y =b)H(X|]Y =b;)
bj

1
b; l

ai,05

Tatd kutsutaan satunnaismuuttujan X ehdolliseksi entropiaksi satunnais-
muuttujan Y suhteen.

Lemma 2.1.7. Nyt pdtee
HX,)Y)=HX)+H(Y|X)=HY)+ H(X|Y),
josta saadaan
I(X;Y)=H(X)-HX|Y)=H(Y)—-H(Y|X).
Todistus. Sivuutetaan toistaiseksi. O

Huomautamme, yhteisinformaation voi laskea myos
I(X;Y) = Drr(P(z,y)||P(x)P(y)),

missd Dgr(¢]|) on torstaina késiteltava Kullback-Leibler -divergenssi.

Esimerkki 9. 1. Aikaisemmassa esimerkissd golfpallosta ja jalkapallosta
laskimme yhteisjakauman entropiaksi 2.8. Toisaalta pallon valinnan
marginaalijakauma oli (0.5,0.5), eli sen enropia on 1 bitti, ja rasian
valinnan marginaalijakauma oli (1/3,1/3,1/6,1/6,1/6,1/6), jonka en-
ropia on 2.25. Taten yheisinformaation méaré on 2.8 +1 —2.25 = 1.55
bittié.

2. Klassisessa Monty Hall-ongelmassa laskimme, etté yhteisjakauman (V, A)
entropia oli 1.92. Toisaalta jakauman ) (missé palkinto on) entropia oli
1.58 ja jakauman 4 (minkid oven juontaja avaa) entropia oli 1. Tésta
saadaan yhteisinformaatioksi 1.58 +1 — 1.92 = 0.66 bittia.

3. Varioidussa Monty Hall-ongelmassa yhteisjakauman enropia on 3.17,
kun taas marginaalijakaumien entropiat ovat 1.58 sekd 2.50. Nyt yh-
teisinformaatioksi saadaan 1.58 + 2.50 — 3.17 = 0.91.
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2.2 Syventava laajennos

Téssé osiossa todistetaan, ettd aiemmin mainitut entropian ominaisuudet
itse asiassa karakterisoivat entropiafunktion. Tamén jalkeen tarkastellaan
hieman maksimientropian periaatetta TN-jakaumia valittaessa, ja torméataan
jalleen kerran Kullback-Leibler -divergenssiin.

2.2.1 Entropian karakterisaatio

Entropiafunktioon H on tungettu tdhdn mennessé vaihteleva médrd para-
metreja. Jos kyseisen funktion formalismi ahdistaa, niin voi joko ajatella
ettd meilld on itseasiassa kokoelma kuvauksia H7: R? — R joita kaikkia
merkitsemme H, tai ettd médritelladn

n
R:= U (z1,...,2,) € R" | ij =Lx; 20
n>2 J=1
Tyyli vapaa.

Lause 2.2.1. Olkoon H: R — [0,00) funktio, jolle pitee seuraavat ominai-
suudet.

1. Kaikilla k, kuwvaus p1,...,px — H(p1,...,pk) on jatkuva kaikkien pa-
rametriensa suhteen.

2. Kaikilla k, kuvaus A: N — R, missd

1 1
Ak)=H(=,...,—)
k k
~—_————
k kpl
on kasvava.
3. Dekompositio-ominaisuus, eli jos X = ((a1,...,ayn), (p1,...,0n)) on

TN-jakauma, {A;} on jakauman X alkeistapauksien ositus erillisiin
osajoukkoihin, ja A; todenndkoisyysjakauma muotoa (Aj;, P(-|A;)) (eli
jos Aj = {aky, gy, - - - ag; }, niin

Pk;
P(aki!Aj)zpki/P(Aj)z—Z - p,)
J=kiy.. ki 7

nin talloin pdtee ettd
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Todistus. Seuraavassa s,t, m,n > 2 ovat kaikki kokonaislukuja.
Huomataan ensin, ettd jos meilld on s™ alkeistapausta ja tasajakauma,
niin kohdan 3 nojalla

A(s™) = A(s) + Z %A(smfl) = A(s) + slA(smfl)

= A(s) + A(s™1) = A(s) + A(s) + A(s™?)
=...=A(s)+ ...+ A(s) = mA(s).

m kpl

Kiinnitetaén s, ¢ seké n ja valitaan m niin isoksi, etté
M < ML
Koska A on oletuksen 2 nojalla aidosti kasvava, saadaan

A(s™) < A(t") < A(s™T)
< mA(s) < nA(t) < (m+1)A(s).

Jakamalla koko roska luvulla nA(s) saadaan

mA(s) nA(t) < (m+1)A(s)

nA(s) = nA(s) nA(s)

m _A(t) (m+1) m 1
CLSAs S T atw

Toistamalla ylldoleva lasku, mutta kirjoittamalla A(s) sijasta log(s), saadaan

@<log(t)<(m+1)zﬂ 1
n ~ log(s) n n
Erityisesti siis kolmioepayhtalon nojalla

‘Mﬂ_mw
A(s)  log(s)

Koska véite péatee mielivaltaisen suurilla n, saadaan siis

_|A®)  m  m log(t)
B ‘A(s) n + n  log(s)

<

3\1\3

A)) _ log(t)
A(s log(s)

)
A(s)
Tog(s) log(t).

—~

< At) =

Kiinnittdméallad luvun s huomaamme siis, ettd kuvaus t — A(t) on véltta-
méttd muotoa A(t) = K log(t) jollakin vakiolla K.
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Seuraavaksi, oletetaan ettd meilld on todennékdisyysjakauma jonka to-
dennikoisyydet ovat muotoa p; = n;/N, missd n;, N € N, j =1,...,n. Ote-
taan alkeistapauksien joukkoon (ay,...,a,) tasajakauma, ja jaetaan joukko
osiin A; siten ettd joukossa A; on n; alkiota. Nyt dekompositioehdon 3 no-
jalla

AN) = H(p1, ..., pn) + Z %A(aj),

josta suoraviivainen lasku antaa, etta

Q.
J J

jollakin vakiolla K.

Yleinen tilanne, jossa todenndkoéisyysjakauman ei koostu rationaalilu-
vuista seuraa ehdosta 1 ja siitd, ettd jatkuvan funktion arvot tiheédssa jou-
kossa maaraavat funktion kaikki arvot. O

2.2.2 Maksimientropian periaate

Tilanteessa, jossa sinun pitad kuvata taytta epavarmuuttasi TN-jakaumalla
(eli esimerkiksi pitdé valita yksi kolmesta ovesta ilman mitdén tietoa min-
ki oven takaa 10ytyy palkinto) on luontevaa valita tasajakauma (eli ovien
tilanteessa (%, %, %)) Tama siistd syystd, ettd mikd tahansa muu jakauma
'vaittad’ ettd meilld on jotain tietoa palkinnon sijainnista.

Yleisemmin, todennékdisyysjakauman valinta on erdénlainen kdanteinen
ongelma; kun ndemmé jakauman, voimme siitd kuvailla millaista epévar-
muutta se kuvaa (esimerkiksi jakauma (%, é, %) kuvaisi, ettd olemma hyvin
varmoja etté palkinto on oven yksi takana, mutta jos se ei ole niin meil-
14 ei ole tietoa onko ovi 2 vai 3). Nyt kuitenkin tilanteessa jossa meilld on
joku kuvailu epavarmuudestamme, ja haluamme 16ytda TN-jakauman joka
tilannetta parhaiten kuvaa.

Huomaa, ettéd tilanne on hieman samankaltainen kuin Bayesin kaavaa
kédyttéessé, jolloin haluamme péivittad tuntemaamme jakaumaa uudella da-
talla. Tamén kappaleen aihe liittyy kuitenkin enemmén tilanteeseen, jossa
emme tunne jakaumaa ollenkaan, ainoastaan joitain sen rakennetta rajoit-
tavia tekijGité.

Tayden epdvarmuuden tilanteessa tasajakauma on luonnollinen valinta.
Mutta usein tilanne on monimutkaisempi:

FEsimerkki 10. Olkoon (X,Y’) yhteisjakauma, josta tunnetaan ainoastaan
marginaalijakaumat (eli tiedimme kahdesta tapahtumasta erikseen miten
varmoja ajattelemme niiden olevan, mutta emme mitéén niiden yhteysesta).
Mika jakauma meidén kannattaa valita yhteismuuttujalle?
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Jos valitsemme yhteisjakaumalle todennékoéisyydet jotka ovat muotoa
P(z,y) = P(z)P(y), eli oletamme jakaumat riippumattomiksi, niin emme
vaitd tietdvimme mitddn muuttujien X ja Y yhteydestd. Taméa on varsin
luonnollinen valinta, sillda minkd tahansa muun jakauman valinta valittaa
tietoa naiden muuttujien korrelaatiosta.

Esimerkki 11. Olkoon (X, Y') yhteisjakauma, josta tunnetaan ainoastaan toi-
nen marginaalijakauma, ja toisesta jakaumasta ainoastaan sen odotusarvo.
(Eli tieddmme kahdesta tapahtumasta toisesta erikseen miten varmoja ajat-
telemme tapahtumien olevan, mutta toisesta jakaumasta vain keskiméaéréisen
tilanteen.) Miki jakauma kannattaa valita yhteismuuttujalle?

Tahén kysymykseen on hankala enéa vastata ad hoc -ideoinnilla. Siirry-
tadn siis apina-argumenttiin.

Oletetaan, ettd meilé on jokin tilanne, johon liittyvaé epdvarmuuttamme
haluamme mallintaa TN-jakaumalla. Meilld on jonkin verran laskettavissa
olevia ragjoitteita jakaumalle, (kuten esimerkiksi odotusarvo tai ehto p;+ps <
/P2) mutta ei niin paljoa dataa ettd osaisimme kiinnittdé jakauman suoraan.
Miten valita jakauma joka parhaiten kuvaa epdvarmuuttamme?

Olkoon nyt Q = {z1,...,z,} aiottu alkeistapauksien joukko, johon ha-
luamme 16ytaa rajoitteisiimme sopivan jakauman. Oletetaan, ettd meilld on
valtava maéadrd apinoita jotka tykkéadvat heitelld kolikoita laatikoihin. Lai-
tetaan apinoiden eteen laatikot X7i,..., X, ja annetaan apinoille N >> n
kolikkoa joita saavat nakella laatikoihin. Kun kolikot on nakeltu ja kussa-
kin laatikossa X; on n; kolikkoa, katsomme toteuttaako syntynyt jakauma
(a1/N,az/N,...,a,/N) vaaditut laskettavissa olemme rajoitteet. Jos toteut-
taa, vedadmme viivan seindén ja kirjaamme jakauman ylos ja jos ei, niin em-
me. Taman jalkeen tyhjenndmme laatikot kolikoista ja pistdmme apinat heit-
teleméaén kolikoita uudestaan. Hyvin monen toistokerran jéalkeen katsomme
miké jakauma esiintyy kaikista useimmiten ja otamme sen kuvaamaan epa-
varmuuttamme. Koska apinoilla ei ole taustavaikutteita suosia joitain jakau-
mia toisia enemmaén, eivat he yritd tuoda jakaumaan ominaisuuksia jotka
edustavat tietoa mitd meilla ei tilanteesta ole. Tutkitaan seuraavaksi miten
homma tehdaan kynalla ja paperilla ilman apinoita.

Merkitaén laatikoihin paatyneiden kolikoiden méaéréé (ay, ..., ay) ja kat-
sotaan millaiset jakaumat maksimoivat niiden frekvenssin:

miten monella tapaa saadaan (a;)

F((aj)) =

miten monta eri jonoa on

() () = () -

an/) _ ailagl-...-an!
niV niv

Meité ei itseasiassa kiinnosta mikéa maksimifrekvenssi on, vaan ettd millainen
jakauma sen tuottaa. Koska logaritmi on kasvava funktio, niin F'((a;)) saa-
vuttaa maksiminsa silld jakaumalla jolla log(F'((a;))) saavuttaa maksiminsa.
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Nyt pateekin

N!
ail-as!l-....ap!
log(F((ay)) = log (nN>
= log(N!) —log(n Z log(ay!)

Stirlingin kaavan nojalla log(n!) ~ nlog(n) — n, ja tdmé approksimaatio
on sitd parempi mitd suurempi n on kyseesd. Olettamalla, ettéd kolikoita on
aivan hilliton maara, voidaan tatd approksimaatiota kiyttdd maksimoivan
jonon etsimiseen:

log(N1)—log(n Zlog an!)

~ Nlog(N) —log(n Z ap log(a,) — Z an
J
= Nlog(N) —log(n Z an log ap).

Nyt edelleen

Nlog(N)—log(n Z an log(ay)

= _—N log Z an log an Z Qp, log(N)
J

= —Nlog(n Zan log(an) Z an | log(N)
J
= —Nlog(n Zan log(a,/N)

= —Nlog(n NZ—log an/N).

Huomataan ettd seké n ettd N ovat vakioita, joten frekvenssin F'((a;)) mak-
simoi jakauma joka maksimoi termin
Qp

Qn _ a1 L g
_;Nlog(an/N)_H(N,...,N) H(p1,...,pn)-

Téten siis annettujen reunaehtojen vallitessa, epavarmuuttamme parhaiten
kuvaa jakauma joka maksimoi entropian.
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Tilanteessa, jossa meilld on jotain etukiteistietoa jakaumasta, eli TN-
jakauma (qi, ..., q,), mutta olemme saaneet sithen uusia rajoitteita niin &s-
keinen argumentti korvataan tilanteella, jossa apinoille annetut laatikot ovat
eri kokoisia jolloin niihin péaétyy kolikkoja eri todennékéisyyksilla. Talloin
frekvenssi saa muodon

miten monella tapaa saadaan (a;)

F((ay)) =

miten monta eri jonoa on

() ()~ () _ NI

nv a1!-a2!-...-an!q G n

Yllioleva lasku tuottaa silloin muuten saman tuloksen, paitsi ettd termi n'v

korvataan tulolla (g1 - 2. ..¢,) "', jolloin

log(F((aj))) = — Z log(g;) — ) _ anlog(an/N)

)

j
n/N

= —Zanlog(a /
j 9

= N'Dg(P||Q).

Eli tilanteessa jossa meilld on tietoa alkuperiisesta jakaumasta, apinat mak-
simoivat Kullback-Leiber divergenssin alkuperéisen jakauman suhteen.
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Luku 3

Kolmogorov-kompleksisuus

HOW DO T GET To YoUR Tissi - hdytii
FROM LEXINGTON? Téssa  osiossa perehdytéin
informaatioon Kolmogorov-
HIH... kompleksisuuden kautta.

I
OK, STARTING FROM YOUR DRIVEWAY, Kompleksisuuden formaali ké-
@E)EOEI A mﬂmﬁm&m sittely el valitettavasti tdmén
OR STREET NAMED FOR A PRESIDENT kurssin esitiedoilla onnistu; meilla

ei ole aikaa maéaritella Turing-
J taydellisyytta taikka kayttaa pal-
joa aikaa automaattien teoriaan.
Taman osion tekstiin kannattaa
suhtautua enemméan kuvailuna
kuin matemaattisena teoriana.
Suosittelemme voimakkaasti kurs-

WHEN PEOPLE ASK FOR STEP-BY-5TEP sin TIEA241 — Aufomaatit ja
DIRECTIONS, T WORRY THAT THERE. WILL Kieliopit kdymista ja/tai Sipserin
BE To0 MANY STEPS T0 REMEVIBER, 50 kirjan Introduction to the theory
T TRYT0 PUT THEN IN MINIMAL FORM.

of computation lukemista.
Léahde: https://xkcd.com/1155/.

3.1 Kolmogorov-kompleksisuus seki Mystisk Box

Lahdetaian hahmottamaan tilannetta formalisoimalla mita tarkotiamme merk-
kijonoilla.

Maaritelma 3.1.1. Aakkosto on miké tahansa epéatyhja adarellinen kokoelma
alkioita, joita kutsumme symboleiksi;

A= {.1‘1, cee ,:L'k}.
Aakkoston kokoa, eli alkioiden lukumééarad merkitadn |A|.

Esimerkki 12. Esimerkkeja aakkostoista.
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1. Bin#ériaakkoset, A, = {0,1}.
2. Numerot, A ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
3. Pienet suomen kielen aakkoset:

‘A = {a7b7c7d7e7f7g7h7i7j7k7]‘7m7n707p7q7r7s7t7u7V7W7X7Y7Z7é’7é'76}

4. Suomen kielen aakkoset ja valimerkit

"4:{a7""(.j?A?“‘?O"7’7”7!’?7;’:7_77}

5. Kaikki ASCII-merkit.
Maaritelma 3.1.2. Aakkoston A merkkijonojen (tai sanojen) joukko on
MA = {a1a2-~-ak\aj S A,k > 0}.

Merkitsemme tyhjid sanaa merkilla e.
Téasmélleen pituutta N olevien merkkijonojen kokoelmaa merkitsemme

MY,
Esimerkk: 13. Esimerkkeja merkkijonoista.

1. Bindériaakkostossa sanoja ovat kaikki bin&arilukujonot, kuten 001,
110110011, tai 111111111111111.

2. Numeroiden aakkostossa A4 = {0,...,9} sanoja ovat esimerkiksi 103,
13 ja 0000000000000004000000000000.

3. ASCII-aakkoston merkkijonoja ovat esimerkiksi “Tdmé ei ole piippu.”,

“Ota annetun luvun nelijuuri.”, “Jav89jncKJV!!!” “En ole pelkkd merk-
kijono! Olen itsetietoinen matemaattinen objekti enkéd halua joutua
luentomonisteeseen!”; ja “hevonen”.

Kolmogorov-kompleksisuuden ideana on tutkia, mikéd on lyhin mahdolli-
nen kuvailu annetulle merkkijonolle. Kuvailun tyyppi pitda rajata, ja tyypil-
linen hyvé ratkaisu on rajata sallitut kuvailut nk. (Turing taydellisiin) Turin-
gin koneisiin. Talla kurssilla meilla ei ole mahdollisuuksia mennéd Turingin
koneen formaaliin mééritelméaén, mutta esimerkkeja Turing-taydellisistd Tu-
ringin koneista ovat mm. kaikki ohjelmointikielet (kun oletetaan ettéd niilla
on teoriassa déreton muistikapasiteetti.)

Tilanteessa voi siis ajatella, ettd meilld on jokin ohjelmointikieli, esim
Python3, ja kysymyksend on ettd mikd on lyhin mahdollinen ohjelma jo-
ka tulostaa annetun merkkijonon. Mikéli ohjelmointi ei ole tuttua, niin voi
myés ajatella ettd meilld on jonkinnékoinen algoritmi, resepti tai funktio joka
muuttaa annettuja merkkijonoja toisiksi merkkijonoiksi. Funktioajattelussa
kannattaa kuitenkin olla hieman tarkkana silla;
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e Ei ole aina ihan selvdd mikd on oikea “méérittelyjoukko” (eli mitkéa
merkkijonot ovat “sallittuja ohjelmia”).

e Ei ole aina ihan selvdd minkd arvon funktio antaa syotteelld (emme
tiedd kauanko algoritmi pyorii ennenkd se antaa vastauksen, tai etta
antaako se sitd ylipdédténsa.) Esimerkiksi algoritmista “(1) Asetan = 3.
(2) Katso onko n alkutekijéidenséd summa,; jos on niin kirjoita ylos luku
n ja lopeta, muuten jatka. (3) Kasvata lukua n kahdella ja palaa koh-
taan (2).” ei tiedetd pyséhtyyko se koskaan. (Ei tiedetd onko olemassa
parittomia taydellisia lukuja.)

Mystisk Boxia U voi siis halutessaan ajatella funktiona U: M 4 — (MAUF),
missi F' = {HYLATTY,EI PYSAHDY}. mutta téissd osiossa puhumme tu-
kevan heuristisesti kasitteesta “Mystisk Box” joka ottaa sisdansé syotteitd ja
jollakin matemaattisen formaalilla tavalla tuottaa syoOtteistd ulos determi-
nistisid merkkijonoja.

Esimerkkeja kayttaméastdmme Mystisk Box -ideasta:

1. Siné olet Mystisk Box kun luet annettuja ohjeita “Jaa annettua lu-
kua toistuvasti kakkosella kunnes jakojadnnokseksi tulee 1, ja kirjoita
jaljellejadnyt luku paperille.”

2. Python3 on Mystisk Box kun sille antaa komentoja kuten “print(13*’Abc’)”.

Seuraava deterministinen ddrellinen automaatti ei ole Turing-taydellinen,
mutta se on yksinkertainen Turingin kone joka kannattaa pitda mielessé kun
pohtii miten mahdollinen Mystisk Box voisi toimia.

Masritelmé 3.1.3. (Deterministinen) Adrellinen Automaatti on viisikko
(Q,%,6,q0, F), missa

1. @ ={q,-..,qn} on aérellinen joukko tiloja.
2. X on aakkosto.

3.0:Q xX = Qx (XU{e}) on siirtymdafunktio.
4. qo € @ on alkutila.

5. F on sallittujen lopputilojen kokoelma.

Asrelliselle automaatille annetaan sySte joukosta My, ja se lukee sy6-
tettddn yksi symboli kerrallaan. Aérellinen automaatti aloittaa annetusta
alkutilasta, ja siirtyy sitten saamansa syotteen perusteella askel kerrallaan
uuteen tilaan siirtyméfunktion osoittamalla tavalla. Mikali siirtyméafunktion
arvo annetussa tilassa annetulla syotteelld on muotoa (g;, €), ei systeemi tu-
losta mitd4n, mutta mikdli arvo on muotoa (g¢;,a), lisié systeemi téhénas-
tisen tulosteen perdin symbolin a. SyGte on sallittu, mikili syote saattaa
automaatin johonkin sallituista lopputiloista.
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Esimerkki 14. Ohessa yksinkertainen automaatti, joka ei tulosta ulos mi-
tdan, ja jonka sallitut syotteet ovat ne merkkijonot joissa on pariton méara
symboleita 1.

1 Adrellinen automaatti muotoa

Ctart H ({a0, a1}, {0,1},6, o, {q1}), missi
1

6(g0,0) = (90,€), (g0, 1) = (q1,),
0 0 6(q1,0) = (q1,¢), 0(q1,1) = (qo,9),
Automaatti voi myos tulostaa kamaa ulos. Seuraava automaatti on kuten
ylla, mutta tulostaa ulos symbolin 1 aina kun syGtteend on nolla. Taméa
automaatti myoskin hyvéksyy ne syotteet, joissa on pariton méaara ykkosia
ja “laskee” syGtteen nollien méaérin tulostamalla nollien lukumé&dran verran
ykkosié.

1/ 0 Tama automaatti on muotoa

start H ({0, a1}, {0, 1}, 6,90, {q1}), miss
1 5((1070) = (QOa 1)3 5((]07 1) = (CI17€)7
0/1 0/1 5((]170):((]1’1)7 5((1171):(61075)7

Esimerkki 15. Seuraava esimerkki on astetta monimutkaisempi dérellinen
automaatti muotoa

({QO, q1,492, 493, 44, q5}a {Oa ]-}7 5a q0, {q27 q4})a

jonka siirtyméfunktion méaérittelyn jatdmme oheisen kuvan varaan.

0 0
()
0 1
start HO 1 e 0
1 @ 1 1
0

Adrellinen automaatti on erittéin yksinkertainen esimerkki Turingin ko-
neesta, mutta se ei ikinéd voi olla Turing-tdydellinen. Turing-taydelliset Tu-
ringin koneet eivit kuitenkaan ole (médrittelyltddn) hirvedsti monimutkai-
sempia kuin &aarelliste automaatit; suurin yksittdinen ero on ettd yleinen
Turingin kone voi lukea ja kirjoittaa syotteitd rajoittamattomaan muisti-
nauhaan. Téaten, vaikka emme kiykaan lapi Turingin koneiden formalismia
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tdméan enempéd, niin Mystisk Boxeja kisitellessd kannattaa pitaa aa-
rellinen automaatti mielessa. Monimutkaisintakin tietokonetta voi
simuloida Turingin koneella joka nayttaa paille aika samanlaiselta
kuin aarellinen automaatti — loppupeleissia kaikki Mystisk Boxim-
me vain siirtyvit syGtteen mukaan tilasta toisee ja mahdollisesti
tuottavat vililld symboleita.

Jatkossa oletamme, ettd Mystisk Boxeilla on universaaliominaisuus — jos
U ja T ovat kaksi Mystisk Boxia, niin on olemassa merkkijono m siten, etta
kaikilla merkkijonoilla S, U(S) = T'(xS). Kaikilla Mystisk Boxeilla voi siis
simuloida kaikkia Mystisk Boxeja.

Maéritelméa 3.1.4. Olkoon annettuna aakkosto A sekéd Mystisk Box (Tu-
ringin kone) U. Merkkijonon S € M 4 Kolmogorov-kompleksisuus on

Ky (S) = min{|z| : U(x) = S}.
mikéli U on selvéd kontekstista, merkitaan K(-) := Ky (-).
Huomataan heti alkuun, etté

1. Mystisk Box -universaaliominaisuuden nojalla, mikéli U ja T ovat kum-
pikin Mystisk Boxeja, niin Ky (S) = Kr(S) + C kaikilla S, missda C
riippuu vain Mystisk Boxeista U ja T'.

2. Edellisesti edelleen seuraa, ettd aina Ky (S) < |S| + cu.

3.2 Kompleksisuuden ominaisuuksia

Jatkossa oletamme, ettd taustalla on joku yhteisesti sovittu aakkosto seka
jokin Mystisk Box.

Maaritelma 3.2.1. Merkkijono S on c-kompressoituva, ¢ > 0, mikali
K(S) < |S| .

Lemma 3.2.2. Kun aakkostossa on vihintidn kaksi symbolia, niin kaikilla
N € N on olemassa S € ./\/lﬁ joka ei ole c-kompressoituva milldan ¢ > 0.

Todistus. Huomataan, ettd mikéli aakkoston koko on k = |A|, niin mahdol-
lisia pituuden N mittaisia merkkijonoja on & kappaletta.
Toisaalta mahdollisia enintdén N — 1 mittaisia merkkijonoja on

k" —1
k—1

Sno1 =k + k' + . 4k =

kappaletta. Kun k > 2, niin Sy_; = k¥~ — 1, eli mahdollisia N — 1 pituisia
kuvailuja on vihemmaén kuin kuvailtavia kohteita. Téten on oltava ainakin
yksi N pituinen merkkijono jonka ilmaisuun tarvitaan vahintaan N merkkié.
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(Huomaa, ettd kun aakkoston koko kasvaa, niin edes teoriassa kompres-
soitavien merkkjonojen méaéréd viahenee. MyoOskin, tdmé on karkea arvio kos-
ka yleensa kaikki mahdolliset enintdén N — 1 pituiset merkkijonot eivét ole
sallittuja syotteita.) O

Se, etté kaikkia merkkijonoja ei voi kompressoida, ei usein arkitilanteissa
haittaa, silld useinmiten kohtaamamme merkkijonot ovat hyvin spesifeja, ja
niilla on ominaisuuksia jotka mahdollistavat kompressoinnin.

“Satunnainen” kuva netista. Oikea satunnaiskuva.

Lemma 3.2.3. Jos x € M on merkkijono, niin.
K(zz) < K(x)+c.

Todistuksen idea. Todistus perustuu siihen, ettd jos meilld on Mystisk Box
joka tuottaa syotteelld p merkkijonon x, niin voimme lisaté syotteen alkuun
darellisen mittaisen patkdn m joka “kertoo” boxille ettd pian syntyva merk-
kijono tulee tuplata. O

Se, miksi seuraavassa lemmassa termin K (z) eteen ilmestyy vakio, saat-
taa tuntua yllattavalta. Tilannetta voi lahestyd ajattelemalla, jos Mystisk
Boxin syote pD koostuu kahdesta osasta, joista alkupdéa p on ’ohjelmakoo-
di’ ja loppupdéd D on ohjelmakoodin data, niin kahden perikkaisen tallaisen
syotteen kanssa voi olla hankala erottaa milloin ensimmaisen syttteen data
loppuu ja toisen syttteen 'ohjelmakoodi’ alkaa.

Lemma 3.2.4. Jos x,y € M ovat merkkijonoja, niin.
K(zy) <2K(z)+ K(y) + ¢

Todistuksen idea. Tutkitaan tilannetta, jossa aakkosto on bindariaakkosto.
Jos meilld on sydtteet p ja ¢ s.e. U(p) = x ja U(q) = y, niin muokkaamme
syotteen p = pips - - - pr muotoon p = Op10ps - - - Opr_11p; ja muodostamme
uuden syoOtteen mpg, missa syote m kertoo Mystisk Boxille, etta tulossa on
kaksi syOtettd joista ensimméinen on annetussa “tuplatussa”’ muodossa, ja
ensimméinen parittoman indeksin symboli 1 kertoo ettd ensimmaéinen syote
on lopussa. O
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Huomautus 3.2.5. Yllaolevaa todistusta voi parantaa; sen sijaan ettéd tuplaam-
me ensimmaisen syotten bitit voimme pohjustaa syotteen tiedolla syotteen p
pituudesta. Numeron N viestiminen vie keskiméérin log(/N) symbolia, joten
saamme rajan

K(zy) < 2log(K(z)) + K(z) + K(y) +c.

(Sydtteen p pituuden kertovat bitit tdytyy tuplata jélleen.)

Esimerkki 16. ’Ohjelmakoodin’ ja datan sekoittuminen on oikeasti hankala
ja syvéllejuurtunut ongelma. Katsotaan seuraavaa tilannetta, jossa on yksin-
kertaisempi Mystisk Box.

Kirjastoon on palkattu kesdtoihin Sirpa-Petteri, jota ei kiinnosta yht&aén.
Han aikoo tehda tésmélleen mita kisketdan eikd miettia mitdan. Hanen teh-
tavinsé on hakea kirjaston varastosta kirjoja ja tiputtaa ne noutolaatikkoon.
Systeemi toimii niin, ettd kirjaston asiakas voi kirjoittaa nettilomakkeeseen
haluamansa kirjan tiedot, esimerkiksi N = Sivia — Data Analysis, jolloin kir-
jastokone tuottaa Sirpa-Petterille ohjelapun joka tulostuu varastoon algorit-
milla

Sirpa-Petteri, hae varastosta kirja “N” ja tiputa
se noutolaatikkoon.

Eli esimerkiksi

Sirpa-Petteri, hae varastosta kirja “Sivia - Data
Analysis” ja tiputa se noutolaatikkoon.

Sirpa-Petteri ja kirjaston portaali muodostavat siis Mystisk Boxin. Nyt kui-
tenkin Saku-Maijalla on sekd tylsad ettd tietoa kirjaston toiminnasta, joten
han kirjoittaa kirjaston portaalilomakkeeseen

Sivia - Data Analysis ” ja tiputa se noutolaatikkoon.
Riisu sitten kenkdsi ja heitd@ ne ikkunasta. Hae
varastosta kirja “Wdadisald - Topologia I

Systeemi talloin tuottaa ohjeet

Sirpa-Petteri, hae varastosta kirja “Sivia - Data
Analysis ja tiputa se noutolaatikkoon. Riisu sitten
kenkdsi ja heitd ne ikkunasta. Hae varastosta kirja
“Wadisdla - Topologia I” Jja tiputa se noutolaatikkoon.

44

Hémmentynyt Sirpa-Petteri jatkaa toitdan ilman kenkia.

Huomautus 3.2.6. Ylimaarainen harjoitustehtéva kiinnostuneille; miten muut-
taisit kirjaston toimintatapaa estédksesi tdmén? Reunaehtona on, etté Sirpa-
Petteri ei suostu ajattelemaan kaytédnnon jarjella mitdan, mutta osaa nou-
dattaa hyvin monimutkaisia teknisid ohjeita.

Voit my6s perehtyé aiheeseen termien “SQL-injektio” tai “Koodi-injektio”
kautta.
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HI, THIS 15 OH DEAR - DID HE | DID YOU REALLY WELL, WEVE LOST THIS
YOUR SON'S SCHOOL. | BREAK SOMETHING? | NAME YOUR SON YEAR'S STUDENT RECORDS.
WERE HAVING SOME | | N A WAY= Robert'); DROP T HOPE YOURE HAPPY.
(OMPUTER TROUBLE. \ TABLE Students;-- 7

N AND T HOPE
, R ~OH.YES LITILE “~ YOUVE LEARNED
ROBBY TARLES, T0 SANMIZE YOUR
WE CALL HIM. DATARASE INPUTS,

Léhde: https://xked.com/327/

Maaritelma 3.2.7. Ominaisuus on miké tahansa kuvaus P: M 4 — {TRUE, FALSE}.
Sanomme, ettd ominaisuus P pétee melkein kaikilla merkkijonoilla M 4,
mikéali

{S € MY | P(S) =FALSE} 0
M N

lim sup
N—oo

(Toisin sanoen niiden merkkijonojen joilla ominaisuus ei pade suhteellinen
osuus kaikista merkkijonoista painuu nollaan kun merkkijonojen pituus kas-
vaa.)

Seuraava lause sanoo, ettd merkkijonot joilla on jokin harvinainen omi-
naisuus voidaan aina kompressoida.

Lause 3.2.8. Jos P on ominaisuus joka pitee melkein kaikilla merkkijonoil-
la, ja b > 0, niin ainoastaan ddrellisen moni ei-b-kompressoituva merkkijono
et toteuta ehtoa P.

Todistuksen idea. Rajoitutaan tarkastelemaan tilannetta, misséd aakkostona
on bindériaakkosto {0,1}. Téssd tilanteessa muistetaan, ettd luonnollisen
luvun n bindériesitys vie logy(n) symbolia.

Muodostetaan syotteen i € N ottava algoritmi (eli Mystisk Box) T seu-
raavasti.

1. Lahde kidyma&an lapi kaikkia merkkijonoja kasvavassa jarjestyksessa
(Eli ensin MO, sitten M*, jne.)

2. Testaa kustakin merkkijonosta péateeko sille ominaisuus P; jos ei pade
niin talleta se listaan.

3. Kun saat listaasi i:nnen jasenen, niin tulosta merkkijono ja lopeta.

Ylldoleva algoritmi voidaan kirjoittaa jollakin &drelliselld méaralla merk-
kejd c. Téten minkd tahansa listalla olevan merkkijonon S; Kolmogorov-
kompleksisuus on enintdan

K(5j) < c+ K(j).
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Olkoon nyt n niin suuri, ettd pituutta n olevissa merkkijonoissa ominai-
suutta ei toteuttavien merkkijonojen osuus on alle 27°=¢~1 (T&mi ominai-
suus péitee sitten myos kaikille N > n.)

Olkoon edelleen x pituutta n oleva merkkijono jolla ei ole ominaisuutta
P, ja merkitdan sen indeksid ylld mainitussa algoritmin 7" muodostamas-
sa listassa i,. (Téllainen merkkijono z 16ytyy indeksin n valinnan nojalla.)
Enintddn pituutta n olevia merkkijonoja on 1 +2 + ... +2" = 2"+l 1
kappaletta, joten

2n+1__1

. n—b—c
e S Sprer =20

Erityisesti K (i) <n —b— ¢, ja téiten
Kz)<c+K(iz) <c+n—-b—c=n—0».

Merkkijono = on siis b-kompressoitavissa.

Nyt siis jokainen tarpeeksi pitkd merkkijono joka ei toteuta ehtoa P on b-
kompressoituva, joten ainoastaan airellisen moni merkkijono joka ei toteuta
ehtoa P on ei-b-kompressoituva. O

Katsotaan seuraavaksi viela yhtd néppéaraé formaalia systeemia.

Maaritelma 3.2.9. Lindenmayerin systeemi (eli L-systeemi) on kolmikko
(V,w, P), misséd V on aakkosto (jélleen siis kokoelma symboleja), w € My
on aksiooma ja P on kokoelma sddntdjd; jokainen sdanté on muotoa a — S,
missd a € V ja S € My . Toisin sanoen P on kuvaus joltakin aakkoston os-
ajoukolta kaikkien sanojen joukkoon. Kuvauksen P maérittelyjoukon sym-
boleita kutsutaan muuttujiks.

L-systeemin laajentaminen askeleella tarkoittaa prosessia, jossa muo-
dostetaan uusi merkkijono korvaamalla aiemmasta merkkijonosta jokainen
muuttuja niitd vastaavan sddnnon antamalla merkkijonolla. Useammalla as-
keleella laajentaminen tarkoittaa, ettd laajennetaan systeemia askeleella, kor-
vataan aksiooma syntyneelld merkkijonolla, ja toistetaan haluttu méaéra ker-
toja.

Esimerkki 17. Otetaan L-systeemi ({4, B,+}, A+,{A — BB, B — +A}).
Muuttujia ovat nyt A ja B. Laajennokset nayttavit nyt seuraavilta:

askel 0 : A+

askel 1 : BB+

askel 2: +A + A+
askel 3: +BB + BB+
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L-systeemeille on omat standardoidut piirto-ohjeensa (esimerkiksi + tar-

koittaa “kédnny oikealle” ja useimmat aakkoset tarkoittavat “piirrd eteen-
pain” tai “4la tee mitddn”). Naméa standardoidut piirto-ohjelmat 16ytyvét

esimerkiksi inkscapesta, ja niiden avulla voi piirtdéd luontevasti fraktaalimai-

sia asioita.

o4

tuottaa monimutkaisen
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3.3 Syventava laajennos

Perehdytédén hieman lisda Turing-Téydellisten koneiden (eli mystisk boxien)
rajoitteisiin.

3.3.1 Universaalisuusominaisuus

Tarked késite meille on aiemmin mainittu universaalisuusominaisuus; on ole-
massa universaali Mystisk Box U siten, ettd kaikilla Mystisk Boxeilla tai al-
goritmeilla 7" on olemassa merkkijono 7% siten, etta

T(z) = U(nix)

kaikilla merkkijonoilla x. Kun taustalla oleva universaali Mystisk Box on
kontekstista selvi, merkitsemme (T') := mf;, jolloin siis kaikilla merkkijonoilla
patee

T(z) = U((T)z).

Kutsumme usein merkkijonon (T)z ensimmaéistd osaa ohjelma(koodi)ksi ja
toista osaa dataksi. Kiinnostavaa on kuitenkin huomata, ettd ndiden kahden
osan ero alkaa vahvasti hamartyé; kummatkin ovat lopulta vain merkkijono-
ja. Erityisesti voimme muodostaa algoritmeja, jotka ottavat syotteena toisten
algoritmien ohjelmakoodeja. Téll4 on kauaskantoisia seurauksia.

3.3.2 Pysahtymisongelma

Oletamme téssé kappaleessa, ettd meilld on taustalla jokin universaali Mys-
tisk Box U, jonka ’sisdlld’ muut algoritmit ajetaan. Oletamme mydskin, etta
kun sy6tdmme Mystisk Boxiin U ohjelman ja sydtteen muodossa (T')x, niin
olemme jollakin keinolla (esimerkiksi bittejd tuplaamalla) pitdneet huolta
ettd ohjelman (T') ja datan z raja on selvilla.

Pyséhtymisongelma (halting problem) kysyy, ettd onko olemassa algorit-
mia joka kertoo jokaisesta Mystisk Boxista, ettd pysdhtyyko se adarellisessa
ajassa. Pysdhtymisongelman ratkaisu on yksi teoreettisen tietojenkésittely-
tieteen sekd matemaattisen logiikan perustuloksista, ja sanoo etta téllaista
algoritmia ei voida l0ytas.

Oletetaan nyt, ettd meilld olisi Mystisk Box H joka ratkaisee pyséhtymi-
songelman, eli etta kaikilla Mystisk Boxeilla M pitee, etta

1, kun M pysahtyy syotteella x,

H((M)z) :{

0, kun M ei pysdahdy syctteelld x.

Maaéritelladn nyt algoritmi C' asettamalla

Tulosta 1 ja lopeta, jos H({(M)(M))

0
loop, jos H((M){M)) =1

C((M)) ={
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Téasséd “loop” tarkoittaa, ettd algoritmi C aloittaa tahallisesti padttymaét-
tomén loopin; téllainen on mahdollista silld osaamme tuottaa téallaisen Pyt-
hon3d:lla: while 1 < 2: print (“hei”) ja tdten universaalisuusominai-
suuden nojalla voimme kopioida téallaisen loopin Mystisk Box U:n sisélle.

Katsotaan nyt mité kiy algoritmille C', kun sille annetaan syotteené sen
oma ohjelmakoodi: C'((C)). Mikéili algoritmi pysdhtyy télla syotteelld, eli
H({(C)(C)) = 1, niin algoritimi ajautuu looppiin eikd pysahdy. Jos taas al-
goritmi ei pysidhdy talld syotteelld, eli H((C)(C)) = 0, niin algoritimi tu-
lostaa ykkosen ja pysdhtyy. Kumpikaan vaihtoehto ei siis ole mahdollinen,
ja ollaan ajauduttu ristiriitaan. Taten halutunlaista algoritmia H ei voi olla
olemassa.

Kolmogorov-kompleksisuuden laskemattomuus

Oletetaan, ettd meilld on algoritmi 7' siten, ettd kaikilla merkkijonoilla S,
T(S) = K(S). Maaritetaan seuraavaksi algoritmi M, jolle annetaan syot-
teeksi luonnollinen luku n, seuraavasti.

1. Lahde kidyma&an lapi kaikkia merkkijonoja kasvavassa jarjestyksessa
(Eli ensin M, sitten M!, jne.)

2. Jokaisen merkkijonon S kohdalla laske sen Kolmogorov-kompleksisuus
algoritmilla T

3. Kun 16ydat ensimméisen merkkijonon jolla K(S) > n, tulosta S ja
lopeta.

Merkitadn 16ytynyttd merkkijonoa S,. Huomaa, ettd koska kaikilla N on
olemassa ainakin yksi merkkijono S € MY joka ei ole kompressoituva, ja
toisaalta K(S) < |S| + ¢, niin algoritmi M aina pysdhtyy ja tuotaa jonkin
merkkijonon.

Huomataan seuraavaksi, ettd merkkijono (T")n kuvailee merkkijonon S,.
Nyt

K({(T)n) <2K({T))+ K(n) <2(T)| + c1 +log(n) + c2 = C + log(n).
Valitsemalla n niin suureksi, ettd n(C + log(n), huomataan etti
n < K(S) < K({(T)n) < C +log(n) < n.

T&ma4 on ristiriita, joten toivotunlaista algoritmia ei voi olla olemassa.

3.3.3 Goddelin epiatiydellisyyslause

Kriittinen ominaisuus ylla on se, ettd universaaliominaisuuden nojalla Mys-
tisk Boxit sekd niihen syotettdva data ovat jossain méarin samassa asemas-
sa. Vastaavanlainen ominaisuus on kisilld matemaattisessa logiikassa, jossa
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Gaodelin epdtdaydellisyyslause kertoo, ettd aina on olemassa matemaattisia
lauseita joita ei voi todistaa oikeaksi tai vaaréksi.

Eréas tarkeé askel Godelin epatiydellisyyslauseen todistamisessa on huo-
mata, ettd loogiset véitteet ja todistukset voidaan koodata yksikésitteisiksi
luonnollisiksi numeroiksi; Gédel-numeroinnissa jokaiselle loogiselle symbolil-
le s annetaan lukuarvo ng € N, ja looginen ilmaisu s;18283 - -+ s muunne-
taan numeroksi pi' - p5? - ... - p;*, missé p; tarkoittaa alkulukua numero j.
Téama numerointi kiinnittda jokaiseen kaavaan, todistukseen ja muuhun loo-
gisilla symboleilla esitettyyn véiitteeseen yksikésitteisen luonnollisen luvun,
jonka jélkeen ero luonnollisten lukujen ja luonnollisia lukuja koske-
vien viitteiden valilla haméartyy — aivan kuten Mystisk Boxiemme
kanssa.

3.3.4 Chaitinin Omega ja muita asioita

Maininnan tasolle luennoilla jii muutama pidemmaélle meneva késite; Busy
Beaver -funktio, Chaitinin Omega -vakio sekd muutama erikoisempi esimerk-
ki Turing-Taydellisista systeemeistd (FRACTRAN ja Rule 110). Késitteisiin
voi perehtyé halutessaan vaikka Wikipedista, Chaitinin omega on lyhyesti sa-
nottuna maksimaalisen ei-kompressoitavissa oleva reaaliluku ja Busy Beaver
-funktio kasvaa niin nopeasti ettei sitd voi laskea milldéan algoritmilla.
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Luku 4

Koodausteoriaa ilman kohinaa

Téssé osiossa siirrytadn koodausteoriaan, eli keskitytadn informaatiosisallon
tutkimisesta siihen, miten informaatiota parhaiten siirrettaisiin. Aihe yhdis-
tad aiempia Entropian Kolmogorov-kompleksisuuden ideoita.

CHARACTER Né%%SEE TELEPHONY (PROE{/IZg}ETION)

A .o — Alfa (AL-FAH)

B —eee Bravo (BRAH-VOH)

[§ —e—e Charlie (CHAR-LEE) or
(SHAR-LEE)

D —ee Delta (DELL-TAH)

E . Echo (ECK-OH)

F ee—o Foxtrot (FOKS-TROT)

G —— Golf (GOLF)

H oo Hotel (HOH-TEL)

1 (X3 India (IN-DEE-AH)

J - —— Juliett (JEW-LEE-ETT)

K —.— Kilo (KEY-LOH)

L e—ee Lima (LEE-MAH)

M - = Mike (MIKE)

N —e November (NO-VEM-BER)

O -—— Oscar (0SS-CAH)

P *——e Papa (PAH-PAH)

Q ——— Quebec (KEH-BECK)

R o—e Romeo (ROW-ME-OH)

S eoe Sierra (SEE-AIR-RAH)

T - Tango (TANG-GO)

U oo — Uniform (YOU-NEE-FORM)
?60-NEE-FORM)

\ cee— Victor (VIK-TAH)

w .- - Whiskey (WISS-KEY)

X —ee— Xray (ECKS-RAY)

Y ——— Yankee (YANG-KEY)

z ——ee Zulu (200-LOO)

1 ¢ — ——— |One (WUN)

2 e — —— Two (TOO)

3 coe— — Three (TREE)

4 ceee— Four (FOW-ER)

5 eseee Five (FIFE)

6 —ecee Six (SIX)

7 — —oee Seven (SEV-EN)

8 ———e Eight (AIT)

9 — ———e |[Nine (NIN-ER)

0 === Zero (ZEE-RO)

Morse- ja radioaakkoset.

Lahde: Wikimedia commons.
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Usein tiedonsiirrossa joudutaan viesti-
maan viestintdkanavalla, joka ei ole téy-
sin luotettava, vaan jossa viestiin voi syn-
tyd ennakoimattomia virheitd. Virheista
aitheutuvia ongelmia voi vahentdd koo-
daamalla viestit johonkin muotoon jos-
ta virheitd voi huomata. Taméa kuitenkin
pidentaa lahetettavad viestid, eli yleen-
sé hidastaa viestintdnopeutta. Usein jou-
dutaankin tasapainoilemaan viestintano-
peuden ja -varmuuden valilla.

Vieressd olevassa kuvassa on rinnakkain
sekd Morseaakkoset ettd radioaakkoset.
Huomionarvoista on, ettd Morseaakkosis-
sa usein esiintyvilla kirjaimilla, kuten A,
E ja T, on lyhyemmét koodit kuin harvi-
naisemmilla kirjaimilla, esimerkiksi Q ja
7. Koska yleisemmilla kirjaimilla on ly-
hyemmaét koodit kuin harvinaisemmilla,
voi Morsen aakkosilla viestid keskimaé-
rin nopeammin kuin koodilla joissa kai-
killa kirjaimilla on yhtéd pitkéit ilmaisut.
Toisaalta radioaakkoset ovat poikkeuk-
setta pidemmét sanoa kuin pelkkd vas-
taava kirjain — tdmaé hidastaa viestin va-
littamista puhekanavalla mutta parantaa
virheensietokykya.
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4.1 Perusosa

Téssé osiossa keskitytadn tilanteeseen, jossa kohinaa ei ole tai sité ei oteta
huomioon, eli oletamme etta kaikki viestit siirtyvét taydellisen oikein vastaa-
nottajalle. Perusasetelmassa meilld on ldhde, koodaus, kanava, dekoo-
daus ja kohde. Meidédn asetelmassamme ldhde- ja kohdeviestit tuottavat
ja vastaaottavat sanoja muotoa M 4, koodaus muokkaa merkkijonoja M 4
merkkijonoiksi Mg, ja dekoodaus muokkaa merkkijonoja Mg merkkijonoik-

si M 4.

Lahde Kohde
l Kanava T
Koodaus " » Dekoodaus
Kohina

Havainnekuva tilanteesta.

Rajoitumme tilla kurssilla malliin, jossa lihde tuottaa symboleita
M4 jonkin TN-jakauman antamana. Tutkimme siis n.s.
symbolikoodeja, mutta muitakin on.

Viestintayhteyden parantamista voi ldhted tekeméén esimerkiksi suun-
nittelemalla lihteen ja kohteen vélilla kulkevia viesteja (viestikuri) paran-
tamalla kanavan ominaisuuksia (insinooritiedettd) tai suunnittelemalla nok-
kelampia koodaus- ja dekoodausmentelmié (koodausteoria). Talla kurssilla
keskitytdan koodausteoriaan.

Esimerkki 18. Esimerkkejé kommunikaatiokanavista.

1. Morsetus parikaapelia pitkin: Lahteena tekstia, koodauksena morse ja
kanavana lennétinlinja. (Eli kanavassa ykkosia ja nollia.)

2. Puhe a#niaalloilla: Léhteend tekstid, koodauksena muutos ddniksi ja
kanavana ilmassa tapahtuvat painevaihtelut.

3. DNA-viestintd jalkelaisille: Léhteend genettistd tietoa, koodauksena
muunnos DNA:ksi ja kanavana fyysinen siirto.

4. Datan tallennus kovalevylle ja lukeminen mythemmin: Lahteend esi-
merkiksi kissakuva, koodauksena muutos ykkosiksi ja nolliksi ja kana-
vana aika.
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Kohinattomassa tilanteessa keskitymme kysymykseen, ettd miten voi-
simme viestid mahdollisimman tehokkasti kanavalla, jossa lahetysnopeus on
rajoitettu. (Esimerkiksi yksi merkki sekunnissa.) Haluamme siis kiytdnnos-
sd kayttdaa koodausta kompressoidaksemme viestejd mahdollisimman paljon.
Tahén liittyy muutama varoitus viime luvusta:

1. "Useimpia’ asioita ei voi kompressoida.

2. Jos yritetdéan viestid mahdollisimman tiiviisti asioita, niin perdkkéisten
viestin rajat saattavat sekoittua.

Vastaukseemme ongelmaan yksi on, ettd meidén ei tarvitsekaan kompres-
soida kaikkia viestejd, vaan meille riittda ettd kompressoimme todenndkii-
stmpid viesteji. Ongelmaan kaksi puolestaan vastaamme kahdella eri tavalla,
ja tarkastelemmekin seuraavaksi seké (I) vakiomittaisia viestejé ettéd (II)
vaihtelevanpituisia viesteja.

Merkitsemme téssd kappaleessa TN-jakaumaa taas muodossa

X ={(ar,...,ap), (p1,....pp)}-

Merkitsemme jakauman X alkeistapauksien joukkoa §x.
Oletamme, ellei toisin sanota, etta kiytossa olevalla kanavalla tieto kulkee
bindariviesteina.

4.1.1 Vakiomittaiset viestit

Vakiomittaisten viestien tilanteessa meilld on ldhteenéd jokin TN-jakauma
joka tuottaa meille symboleita. Muokkaamme viesteistd koodin kanavalle,
ja haluamme pitad kaikkien koodien pituudet samoina. Huomataan, etté
binsérikanavalla voidaan pituuden k merkkijonolla viestid 2% erilaista asiaa,
joten suoraan viestittyné lahteend toimivan TN-jakauman X koodaamiseen
vakiomittaisilla viesteilld tarvitaan viestjé, joiden pituus on [logy(|2x])].

Jos haluamme ottaa huomioon eri symbolien todennédkoisyydet, lahes ai-
nut tapa on karsia lahetettyjen symbolien méaraa. Lahdetaén siis tutkimaan
hdavidllistd pakkausta.

Esimerkki 19. Olkoon X jakauma {(a,b,c,d,e), (1,1, 1 25 1)1,

Vakiomittaisilla binddrikoodeilla jakauman viestimiseen tarvitaan pituu-
den [logy(5)] = [2.3] = 3 mittaisia merkkijonoja. Kuitenkin huomataan,
ettd jattamalla e pois viesteistd menetdmme keskimadrin vihemmén kuin
yhden merkin sadasta, ja tarvitsemmekin endéd [logy(4)] = 2 merkkid per
symboli viestintdan. Lahetysnopeutemme siis kasvaa huomattavasti sallimal-
la prosenttiluokan virhe lahetyksessé.
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Maaritelma 4.1.1. Olkoon X = ((a1,...,ax), (p1,-..,pk)) todennikoi-
syysjakauma ja ¢ € (0,1). Nyt jakauman pienin §-riittivi osajoukko S5 on
lukumaaraltdéan pienin alkeistapauksien osajoukko jolle pétee

> Pa)=1-4.

zE€Ss

(Kokoelma S ei ole yleensa yksikésitteinen, mieti esimerkiksi tasajakaumaa.)
Edelleen, jakauman X d-oleellinen bittisisdlté on

Hs(X) = logs(|Ss])-

Y1l siis oleellinen bittisisdlto (pyoristettynd ylospéin) kertoo montako
symbolia keskimé&érin tarvitaan, jos §-riittdvin osajoukon haluaa viestia va-
kiopituisilla viesteilla.

Maaritelma 4.1.2. Mikili X on TN-jakauma ja N € N, merkitsemme mer-
killa XV sité yhteisjakaumaa jossa on N kappaletta toisistaan riippumatonta
satunnaismuuttujaa joiden kaikkien marginaalijakauma on X.

Toisin sanoen, XV on jakauma, jonka alkeistapaukset ovat sanoja ng,
ja kunkin jonon ajas - - - any todennikdisyys on

P(a1a2-~aN) :P(al) -P(ag)-...~P(aN).

Esimerkki 20. Olkoon X jakauma {(0,1), (&, %)}

Suurilla N erilaisia viesti’blokkeja’ on | X | kappaletta, joten niiden vies-
timiseen tarvitaan vihintdin [logy(|X|V)] = [N logy(]X]|)] merkkid. Tal-
16in voidaan ajatella etta keskiméarin yhden viestisymbolin viestimiseen ku-
luu 3 [logy(IX|[V)] ~ [logy(|X|)] merkkid, eli suunnilleen saman verran
kuin viestittiiessd symboleja “suoraan”. Kuitenkin, jakaumassa XV on enem-
mén alkeistapauksia, jolloin meilld on suurempi valikoima tehda erilaisia d-
riittavia osajoukkoja.

Miltd niyttdd 1 Hs(X") kun N on suuri? Tilannetta on hahmoteltu
kuvassa [4.1]

Lause 4.1.3 (Shannonin ldhdekoodauslause). Olkoon X todenndkdisyysja-
kauma ja merkitidn siitd muodostettua ritppumatonta N -kertaista yhteisja-
kaumaa

XN = (X,X,...,X).
———

n kpl

Tdlloin kaikille e > 0 ja § € (0,1) loytyy Ny € N siten, ettd

%H(;(XN) ~H(X)| <e.
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0.8 0.8

0.6 0.6

0.4 0.4

0o 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 00 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
(a) N =20 (b) N =20 ja N =100

(¢) N = 20,40, 60, ..., 1000 (d) N = 1000 ja H(X)

Kuva 4.1: Funktion § — + Hs(X ") hahmottelua kun X = {(0,1), (0.1,0.9)}.
(Kuvassa on tarkalleen ottaen kuvauksen approksimaatio joka valitsee Ss-joukot hieman

royhkedsti’. Kuvaajan rakenne on kuitenkin aivan oikea.)
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Ottaen huomioon, ettid + Hs(X ™) kuvastaa sitd, montako merkkii mei-
dén tarvitsee keskimaérin lahettéa viestidksemme yhden lahteen merkin, ker-
too lause siis ettd milld tahansa tarkkuudella voidaan ldhdetté viestia suun-
nilleen sen entropian nopeudella, kun viestiblokkien pituudet vaan valitaan
tarpeeksi suuriksi.

4.1.2 Vaihtelevapituiset viestit

Seuraavaksi tarkastellaan tilannetta, jossa ei sallita pakkauksessa haviGité,
mutta jossa viestien pituudet voivat vaihdella. Rajoitutaan téssé kappaleessa
bindériseen viestintdkanavaan.

Otetaan kiytt6on hieman merkint6ja.

Maaritelma 4.1.4. Olkoon X TN-jakauma. Koodaus on funktio c¢: Qx —
Mo,1. Merkitéén ¢(a;) = £; = |c(a;)|, ja mikdli S = ajaz - - ar € Maq,, niin
merkitsemme

C(S) = C(ajas - - ag) := c(ar)c(az) - - - c(ag).

Asetetaan edelleen koodauksen odotuspituudeksi

L(e, X) = Elf) = Y plai)t(ay)

Haluamme 16ytda koodauksia jotka minimoivat odotuspituuden.

Maiaritelmia 4.1.5. TN-jakauman koodaus on optimaalinen, mikéli ei ole
olemassa toista koodausta ¢ s.e. L(¢, X) < L(cX).

Esimerkki 21. Olkoon X TN-jakauma

Muodostetaan koodaukset ¢ ja ¢ seuraavasti:

001, kun x =a (0, kun x = a
1, kun x =10 100, kunx =15
c(x) = 41001001, kunz=c ¢é(x)=1101, kunz=c
0, kun z =d 110, kunz=d
101, kun x =e 111, kunx=e
. Niille koodeille voidaan laskea odotuspituudet L(c, X) =3 ja L(¢, X) =
S

Maiaritelma 4.1.6. Koodaus c on yksikdsitteisesti purettavissa, mikéali ei ole
olemassa kahta eri merkkijonoa S,T € Mg, joille patee C(T') = C(Y)

Koodaus ¢ on etuliitevapaa, mikéli ei ole olemassa a,b € 2x ja .S € Mg
siten, ettéd c(a) = ¢(b)S.
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Esimerkki 22. Edellisen esimerkin koodi ¢’ seké yksikésitteisesti purettavissa
ettd etuliitevapaa, kun ¢ puolestaan ei ole kumpaakaan.

Koodin yksikésitteisen purettavuuden tarkistaminen on epétriviaalia, mut-
ta etuliitevapaus on suoraviivaisempaa. Myohemmin Kraft-McMillanin epéyh-
talo kertoo meille ettéd lahes aina voidaan rajoittua etuliitevapaisiin koodei-
hin. Etuliitevapaata koodia kannattaa miettia ajattelemalla nk. bind&dripuu-
ta, jossa kaikki bind#rijonot on koottu puurakenteeseen seuraavan kuvan
hengessa:

Koodauksen valitseminen vastaa sitd, ettd valitsemme symboleille koo-
deja tallaisesta puusta. Etuliitevapaan koodauksen valitseminen vastaa sitd,
ettd valitsemme koodeja tillaisesta puusta siten, ettd mikdadn koodi ei ole toi-
sen koodan aiempi ’haara’.

Esimerkki 23. Meidéan tilanteessamme paras tapa generoida etuliitevapaita
koodeja on n.k. Huffmanin koodaus.
Olkoon X TN-jakauma. Tee seuraavasti.

1. Ota kaksi epatodennékoisintd symbolia alkeistapauksien joukosta. Nil-
le symboleille tullaan valitsemaan pisimmat koodit, jotka poikkeavat
toisistaan vain viimeisen bitin osalta.

Valitse toiselle symboli 1 ja toiselle symboli 0.

2. Muodosta uusi TN-jakauma, jossa aiemman kohdan alkeistapauspa-
ri yhdistetdan yksittaiseksi alkeistapauskseksi ja muut alkeistapaukset
pidetddn ennallaan. Toista kohtia 1 ja 2 kunnes jaljelld on endé yksi
alkeistapaus.

Algoritmin jélkeen jokainen alkuperdinen alkeistapaus kuuluu johonkin jo-
noon sisiakkaisia alkeistapauspareja, joihin kuhunkin on liitetty 1 tai 0. Tamé&
binadrijono on nyt alkuperiisen alkeistapauksen koodi.

Tilanne kannattaa piirtda “puumuotoon”, kts. seuraava esimerkki.
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Esimerkki 24. Muodostetaan jakauman ({a, b, c,d, e, f, g, h}, {%, %, %, 1%, 6%1, 6—14, 6%1, 6%1
Huffman-koodi.

h 11 1 ! 1 1 1 1 2 1 3 1 4
64 32 16 1 1 1 1
e
1
g B4 0
1 1 1
f (7 — E9) 0
/ 0
e & 0
0
3
d 16
c i
oo
a i
Koodiksi siis saadaan:
Symboli: | a | b ¢ d e f g h
Koodi: 0|10 | 110 | 1110 | 111100 | 111101 | 111110 | 111111
Pituus: 11 2 3 4 6 6 6 6

Josta edelleen

1 1 1 3 1
L, X)=1-=42->43-—+4.-—+4(6-— | ~2.625.
(¢, X) TR AR AR T <6 64> 625

Esimerkk: 25. Aiemman esimerkin [21] koodi ¢ on Huffmanin koodi.

Lause 4.1.7 (Kraft-McMillan). Olkoon X TN-jakauma.

1. Jos ¢ on yksikdsitteisesti purettavissa oleva binddrikoodi, niin tdlloin

Z 9 He(@) < 1,

TEQ X
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2. Jos on annettuna pituudet l;, i = 1,...,|Qx/|, siten ettd >, 274 <1,
niin tdlloin on olemassa yksikdsitteisesti purettavissa oleva etuliiteva-
paa koodi ¢ siten, ettd £(c(a;)) = 1; kaikilla a; € Qx.

Todistus. Todistetaan syventévassa laajennoksessa. O

Lause 4.1.8. Olkoon X TN-jakauma ja c yksikdsitteisesti purettavissa oleva
binddrikoodi. Talldin L(e, X) > H(X).

Todistus. Merkitdan taas koodisanojen pituuksia ¢; := £(c(a;)) ja asetetaan
zp = Zj 2% . Nyt kokoelma ¢; := 27% /2y antaa uuden todennikoisyysja-
kauman jakauman X méaarittelyjoukolle. Erityisesti nyt ¢; = logy(1/¢;) —

logy (20)-
Gibbsin epédyhtélon nojalla

;pi 10g2(qli) > ;pi IOgQ(;)a
ja Kraft-MacMillanin epdyhtédlén nojalla z < 1, joten
L(e,X) = Zpi&
i
= sz' logy(1/qi) — Zpi logy(20)
i i
= pilogy(1/a;) — logy(=0)
i
> pilogy(1/p;) —logy(20)
i

> Zpi logy(1/pi) = H(X).

Huomautus 4.1.9. Huffmanin koodille pétee L(c, X) < H(X) + 1.
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4.2 Syventava laajennos

Tassé osiossa todistetaan Shannonin lahdekoodauslause seka Kraft-McMillaninin
epayhtalo.
4.2.1 Shannonin lihdekoodauslause

Palautetaan mieleen, ettd TN-jakaumassa (2, P) mééritellyn reaaliarvoisen
satunnaismuuttujan X : Q — R odotusarvo on

E[X]:=) P(a)X(a)
a€eN)

ja varianssi tai keskihajonta on
var?(X) = E[(X — E[X])?].

Sanomme, ettd samassa todennikoisyysjakaumassa (€2, {p1, ..., pn) maa-
ritellyt satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomat, mikéli yhteisja-
kaumassa (Q2, {p;pj | i,j = 1,...,n} médritelty satunnaismuuttuja (a,b) —
(X(a), X (b)) toteuttaa

P(X =aAY =b) = P(X =a)P(Y =b)
kaikilla a,b € Q.

Seuraava tulos sanoo, ettd satunnaismuuttujan on epatodennékoisté saa-
da arvoja jotka ovat kaukana odotusarvosta.

Lause 4.2.1 (Chebyshevin ensimméinen epdyhtélo). Olkoon (2, P) TN-
jakauma ja X reaaliarvoinen epdnegatiivinen satunnaismuuttuje X : Q0 —
[0,00). Tdalldin kaikilla o > 0 patee

E[X]

(o4

P(X>a)<
Todistus. Merkitadan Q, = {a € Q | X(a) > « ja huomataan, etta

P(Xza)= 3 Pla)= 3 Pla)g

a€Ny a€Nq
<<§:}%)X§0§;i§:fK)XM)
a€y a€Ny
<13 Pax(e = P
a€eN)
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Lause 4.2.2 (Chebyshevin toinen epayhtald). Olkoon (2, P) TN-jakauma
ja X reaaliarvoinen satunnaismuuttuja X : Q — R. Tdlléin kaikilla o > 0
patee

var?(X)

P((X ~ BIX)? > a) < “5

Todistus. Seuraa Chebyshevin ensimmaéisesté epayhtalosta soveltamalla sité
epénegatiiviseen satunnaismuuttujaan (X — E[X])2. O

Lause 4.2.3 (Heikko suurten lukujen laki). Olkoon (2, P) TN-jakauma ja
olkoot hi, ..., hy,: Q — R rigppumattomia satunnaismuuttujia, joilla kaikilla
on sama odotusarvo h ja varianssi 0,21. Muodostetaan wusi satunnarsmuuttuja
X: Q" = R asettamalla X (a) = 1 >_jhj(a). Tdllsin

n

var?(X)

P((X =h)* > ) < ——

Todistuksen idea. Nayti, ettd E[X] = h ja var?’(X) = o}, ja sovella Che-
byshevin toista epayht&loa. O

Tyypilliset merkkijonot

Lahdetdan kdyméan ldpi muutamia perusideoita joita tarvitaan Shannonin
lahdekoodauslauseen todistuksessa. Rajoiteutaan tarkastelemaan tilannetta,
jossa lahteend on edelleen TN-jakauma ((0, 1), (po,p1)), missé pg = 1—10,]91 =
%. Todistus yleisessa tilanteess nédyttad ldhes samalta. Merkitddn edelleen
X:Q—Q, X(0)=0,X(1) = 1 satunnaismuuttujaa, joka kuvaa vain alkeis-
tapaukset itselleen — merkitsemme usein jatkossa TN-jakauman entropiaa
H(X) ja sanomme etti tutkimme X-jakauman alkioita, vaikka teknisesti
ottaen X on satunnaismuuttuja eikéd jakauma. Koitetaan kestéa.

Muodostetaan taas N-kertainen jakauma (QV, P), missi P(ay,...,ay) =
Px,(a1) ... Px,(ay); merkitsemme selvyyden vuoksi jakauman (QY, P) mar-
ginaalijakaumien todenndkoisyysfunktioita Py, tai Px — koska jakauma ra-
kennettiin riippumattomana tulojakaumana ovat kaikki marginaalijakaumat
samoja, muotoa Px(0) = pg, Px(1) = p;. Puhumme jatkossa ajoittain “ja-
kaumasta X", vaikka teknisesti ottaen kyseessé on satunnaismuuttuja; no-
taatio on vaan vahan kevyempéa nain.

Milté néyttas “tyypillinen” jakauman XV alkio S? Kun N on hyvin iso,
on luontevaa odottaa, ettd merkkijonossa on noin Npg nollaa ja Np; ykkosta.
Talloin voidaan laskea, etté

h(S) = —logy(P(S)) = —logy(P(araz - -~ ay))
= —logy(Px (a1)Px(az) - Px(an)) ~ —logy(py™ - p ™)
= N(—pology(po) — p1logy(pr) = NH(X) = H(XY)
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Tyypilliselld merkkijonolla on siis tyypillinen informaatiosisilto, silla entro-
pia on madritelménsa nojalla informaatiosiséallon odotusarvo. Huomaa myo0s,
ettd koska tyypilliselle merkkijonolle patee h(S) = —logy(P(S)) =~ NH(X),
niin erityisesti saadaan P(S) ~ 2~ NHX),

Maaritelma 4.2.4. Olkoon 8 > 0. Méaritelladn BN -tyypillisten merkkijo-
nojen kokoelmaksi

1 1
Lemma 4.2.5. Kaikilla 8 > 0,
Kal
B2N’

on satunnaismuuttujan X vartanssi.

P (S S TNg) >1-
missé o2
Todistus. Maaritetdan satunnaismuuttujat

h;j: oY SR, hj(araz - --an) = —logy(Px(a;)).

Huomataan, etta

0(8) = 3 S8 =~ Lloma(Px(a) = 3 1om (i ).
J J

joten heikon suurten lukujen lain nojalla
2

P(lg(S) — H(X)[? <2
(I9(8) = HX)[ > a) < —,
joten erityisesti
2
PSeTyg>1— ——.
(S €Tng = BN

Lemma 4.2.6. Kaikilla S € Tgy pdtee
9~ NUH+B) < p(g) < 2~ NH=H)
missi H := H(X).

Todistus. Huomataan, ettd jos S € Tg, niin

'begQ <P(15)> ~H(X)
L\ pix) <

7o)
(

<p
1
@—5<N10g2

SN(H(X) - B) < log, P(15')> < N(H(X) + 8)
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Shannonin lahdekoodauslause

Lause 4.2.7 (Shannonin ldhdekoodauslause). Olkoon X todenndkdisyysja-
kauma ja merkitadn siitd muodostettua riippumatonta N -kertaista yhteisja-
kaumaa

XN =X, X,...,X).
————

N kpl

Tdlloin kaikille € > 0 ja § € (0,1) loytyy Ny € N siten, ettd

%H(;(XN) ~H(X)| <e.

Todistus. Kiinnitetdén e > 0ja o € (0,1). Todistetaan véite kahdessa osassa.

Osal: +Hs(XN) < H(X)+e
Asetetaan 8 = € ja ‘gutkitaan tyypillisia merkkijonoja. Kun IV on tar-
peeksi suuri, niin BZ—N < 4, joten erityisesti tarpeeksi isoilla N pétee

(4.2.1) P(S €Tsy) >1—06.

Koska §-riittava osajoukko on mééritelménsa nojalla pienin osajoukko,
jolla (4.2.1)) péatee, joten valttamatta |Ss| < |Tgn|.

Toisaalta, koska Lemman nojalla P(S) > 2~ NHX)+8 kaikilla
S € Tyn ja P(Tn) < 1, niin [Ty < 2VHEX)+H) Tiiten

1 N

NHé(X ) = N10g2(|55|)
1

< N10g2(|T[3N|)

1
< = 10g2(2N(H(X)+5))

1
= FIN(H(X) +8))

=H(X)+p8=H(X)+e.
Téaten viite siis patee kaikilla tarpeeksi suurilla N.

Osa 2 +Hs(XN)>H(X)—¢

Oletetaan, ettd viite ei péde, eli ettd on olemassa S jolle - logy(|Ss|) <
H(X) — e. Valitaan 8 = £/2, jolloin erityisesti |S5| < 2N(H(X)=26),
Edelleen muistetaan, ettd Lemman nojalla P(x) < 2-NWH=H)
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kaikilla x € Tgy. Nyt

2

q

<|8s|-2= NH(X)=p) <3

P(x € S5) =P(xe SsNTIsn)+P(x e Ss ﬂCTgN)

2

2
< oN(H(X)—28)  o—N(H-p) , 7
<2 2 + N
2
_o-Ng 9
2 + N

Tésté seuraa, ettd P(x € S5) — 0 kun N — oo, miké on ristiriita silld
oletuksen nojalla P(x € S5) > 1 — 4.

Nyt valitsemalla tarpeeksi iso Ny ja N > Ny, pateviat kummatkin epéyh-
talot ja vaite on siis todistettu. O

4.2.2 Kraf-McMillanin epayhtalo
Lause 4.2.8 (Kraft-McMillan). Olkoon X TN-jakauma.

1. Jos ¢ on yksikdsitteisesti purettavissa oleva binddrikoodi, niin tdlldin

Z 9 He(@) < 1,

zEQx

2. Jos on annettuna pituudet l;, i = 1,...,|Qx|, siten etti Y ;271 < 1,
niin talloin on olemassa yksikdsitteisestt purettavissa oleva etuliiteva-
paa koodi ¢ siten, etti {(c(a;)) = l; kaikilla a; € Qx.

Todistus. Todistetaan véaitteet erikseen.

1. Merkitddn {a1,...,an} :=Q, M =377, 274 ja oletetaan ettd N on
hyvin iso.

Nyt

=
z
|

n n n n
Jj=1 Jj=1

Jj=1j=1
N kpl
Huomaa, ettd summaamme siis yli kakkosten potenssien, missé kak-

kosten potenssit ovat muotoa —L, missd L on jonkin N:n mittaisen
merkkijonon koodauksen pituus.
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Nyt kirjoitetaan summaus uuteen muotoon, missia summa on jaoteltu
luvun L mukaan, eli

n n n Nemax

E E E 9 tiy—lig—~liy — E ALQ_L,

j=1 j=1 j=1 L=N{in

~—_——

N kpl
Missé
lnin = min #;,  fpax = max ¥,
a; €Q) a; €Q)

ja

A = #{S € M,y : [e(S)] = L}.

Nyt, koska oletimme ettéd koodi on yksikésitteisesti purettavissa, on on
oltava Ay < 2, joten erityisesti saamme etti

Nlmax Nlmax
Z A2l < Z 1 < Nlpmax — Nfmin < Nlyax.
L=N/{nin L=N{min

Téten kaikilla N patee MY < f.N. Nyt jos pitisi M > 1, niin
termi MY kasvaisi eksponentiaalisesti luvun N suhteen vaikka sillé
on lineaarinen ylaraja fma/N. TAmé& on ristiriita, joten oltava M < 1
kuten toivottiin.

2. Tuijota kuvaa Lause vaittaa, ettd mikali sinulla on muotoa 2% ole-
via lukuja r1,...,r, jotka summautuvat enintdan ykkoseksi, niin voit
valita oheisten tyylisestd binaddripuusta laatikoita a1, ..., a, siten, etta
(i) jokaisen laatikon a; korkeus on r; (ii) minkéén laatikon vasemmal-
la tai oikealla puolella ei ole toista valittua laatikkoa. Téamé& onnistuu
kun luvut r; laitetaan laskevaan suuruusjirjestykseen, valitaan ensim-
mainen laatikko siten, ettd se koskettaa koko budjetin yldreunaa, ja
seuraava aina siten, ettd sen ja aiemman laatikon véliin ei jaa yhtdan
tyhjas tilaa.

Formalisointi jatetadn harjoitustehtéviksi, katso myos [Mac03), Excerci-
se 5.14, p.95].

O]

Loppukaneettina, huomaa etté aiemmin todistettiin ettd kaikilla koodeil-
la patee L(c, X) > H(X). Se, mité kyseessi oleva todistus kuitenkin tarkal-
leen ottaen antaa on

L(¢, X) > H(X) + Dk (P||Q) — loga(20),
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Kuva 4.2: "Bittibudjetti"Kraft-MacMillanin epayhtélon todistuksessa.
Lahteestd MacKay [Mac03].
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misséd P on jakauman alkuperiinen todennékoisyysjakauma, zo = j 274
ja @ on jakauma joka médritelldin asettamalla ¢; = 27% /2. (Huomaa, etti
Kraft-McMillanin nojalla zy < 1.

Koodin odotuspituus on siis sitd pienempi mitd lahempéana zg on ykkosté
(eli mité ’tiivilmmin’ viestipituuden on valittu) ja mité ’ldhempéané’ alkupe-
riainen jakauma P on jakaumaa () Kullback-Leibler -divergenssin mielessé.
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Luku 5
Koodausteoriaa kohinalla

Edellisessa kappaleessa tutkittiin kohihattomalla ka-
navalla kommunikointia. Téssé kappaleessa lisdtadn
tilanteeseen mahdollisen kohinan vaikutus. Kohinat-
tomassa tilanteessa pyrimme tiivistaméaan ldhetetta-
vat viestit mahdollisimman lyhyiksi nopeuttaaksem-
me viestintéd, eli teimme kompressiota, eli poistim-
me redundanssia. Kohinaisessa tilanteessa tavoite on
edelleen nopea viestintd, mutta haluamme my0s va-
rautua mahdollisiin ldhetyksen aikana syntyviin vir-
heisiin, ja kaytannossé tdmaé tarkoittaa redundanssia
lisd&dmista.

Kohinaisessa kommunikaatiossa tilanne siis néayttas
silté, ettd yhté aikaa poistamme ja lisidmme redun-
danssia. [deana onkin, etté ensin poistamme viestis-
td ’suunnittelemattoman’ redundanssin ja tdmén jal-
keen lisddmme siihen tarkoitushakuista, virheensieto-
kykya optimoivaa redundanssia.

7
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5.1 Perusosa

Yleisasetelma on sama kuin viime luvussa. Tilanteen yksinkertaistamiseksi
rajoitumme tilanteeseen missa kanava on binddrikanava, eli siella kulkee yk-
kosia ja nollia. Edelleen jaamme suorittamamme koodauksen kahteen osaan:
kompressointiin eli lihdekoodaukseen seké virheensietokyvyn lisddmiseen eli
kanavakoodaukseen. Viime osion havainnakuva muokkautuu siis seuraavan

nakoiseksi.
Lahde Kohde
| 4
P Yy _____. 1 o L______ -
3 Lihdekoodaus 3 3 Lihdedekoodaus 3
R Kanava R
i Kanavakoodaus : " =: Kanavadekoodaus 3
Koodaus Kohina Dekoodaus

Havainnekuva kohinaisesta kanavasta.

Oletamme edelleen, ettd ldhdekoodaus on tehty optimaalisesti, eli ettéa
ldhteestd tulevaa dataa ei voi endé edelleen kompressoida, ja ettd lahde-
koodauksen output on bindarisymboleita. Erityisesti ldhdekoodaus on meil-
le black box, ja mallinnamme sitd TN-jakaumalla ((0, 1), (po, p1)). Huoma-
taan heti, ettd jos tdmé& jakauma ei ole tasajakauma, on sen entropia alle
1, jolloin viime luvun tekniikoilla voisimme edelleen kompressoida viesteja
paremmin. Téten voimme siis optimaalisuusoletuksen nojalla olettaa, etta
po = 0.5 =p1.

Kertauksen vuoksi, oletamme téssa kappaleessa siis etté.:

o Kanavamme on bindarikanava.
e Koodaus on jaettu ldhde- ja kanavakoodauksiin.

e Liahdekoodaus on optimaalinen bindérikoodi, ja mallinnamme sita ta-
sajakaumalla.

Emme puutu talla kurssilla siihen, ettd miten rajoittavia ndmé oletukset
ovat. Huomautamme tosin, ettd todistukset ndyttavit hyvin samoilta vaikka
kanava olisi ei-binaérinen.

5.1.1 Kohinainen kanava

Maaritelladn seuraavaksi kanava. Kanava on siis jokin kommunikaatiovéy-
14, kuten puhelinlinja, parikaapeli, radioyhteys tai vastaava, johon voi jol-
lain todennékoéisyydella tulla virheitd. Méaarittelemme kanavan parina TN-
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jakaumia, jotka kuvastavat miten todennékoisesti vastaanottopiéssd nah-
dédn 0 tai 1 kun on lahetetty 0 tai 1.

Maaritelma 5.1.1. Kanava on pari TN-jakaumia (Yp, Y1), missa

Yo = ((Oal)v(po,m)) ja. 1= ((Oal)a(%,@h))-

Esimerkki 26. Tarkein esimerkki meille on symmetrinen e-kohinainen kanava
(Y5, Y7), missipo=1—¢,p1=¢,qo=cjag=1—c¢

Sen sijaan ettd kirjoittaisimme kaikki parin todennékdisyydet aina néky-
viin, esitdmme kanavia usein seuraavassa muodossa:

1—¢

1—¢
Téssa kanavassa siis kummallakin syotteelld on sama todennéakoisyys valittya
oikein vastaanottajalle.

Esimerkki 27. Toinen tarkea esimerkki on n.k. e-kohinainen Z-kanava:

0 1 0.

l1—¢

Téassd kanavassa viesti 0 valittyy siis aina oikein, mutta viesti 1 voi valittya
vaarin.

Tulemme ’syottamadn’ kanavalle kanavakoodauksestamme syntyvia bitti-
jonoja. Kanavan 'nakékulmasta’ kanavakoodauksemme output on TN-jakauma.

Kanava ja sille syotteena toimiva TN-jakauma muodostavat yhteisjakauman
seuraavasti.

Maaritelméa 5.1.2. Olkoon (Y, Y1) kanava ja X := ((0,1), (to,t1)) TN-
jakauma. Néiden jakaumista muodostetaan yhteisjakauma (X,Y") asettamal-
la

P(X:O,YZO):topo, P(XZO,Yzl):topl,
P(le,YZO):thO, P(le,Yzl):thl.
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Té&ta yhteisjakaumaa kutsutaan kanaevajakaumaksi.

Huomaa, ettd kanavajakaumassa P(X|Y = 0) = Yy, P(X|Y = 1) =
Y7. Merkitsemme vélilla royhkeédsti sekd kanavaa (Y, Y7) ettd sen kanssa
muodostetun kanavajakauman marginaalitodennékoisyytta samalla merkilla
Y.

Kohinaisella kanavalla kiinnostavaa on se, miten hyvin voimme paéatella
ldhetetyn bitin kun tiedédmme vastaanotetun bitin. Erityisesti meité siis kiin-
nostaa miten vahvasti kanavajakauman marginaalijakaumat ovat kytkoksissa
toisiinsa. Téatd varten meilld on jo olemassa loistava mittari, nimittain yh-
teisinformaatio. Muistetaan, ettd yhteisinformaatio voidaan laskea kaavalla

I(X;Y)=H(X)- HX|Y).

Téssé kohtaa kurssia on hyvé pitdéd mielessa tulkinta, jossa H(X) kuvaa yli-
padnsa epatietoisuuttamme lahetetysta bitisté, ja ehdollinen entropia H (X|Y)
sitd, ettd kuinka epétietoisia olemme keskiméarin bitisté lahetetysta bitista
kun olemme néhneet saapuneen bitin. Voitaisiin siis kirjoittaa

Yhteisinformaatio = Keskim. epadvarmuus alussa — Keskim. epavarmuus lopussa.

Yhteisinformaatio siis luontevasti kuvaa paljon voimme yleensé toivoa saa-
vamine tietoa viestin vastaanotettuamme. Taman motivoimana voidaan maa-
ritelld kanavan kapasiteetti.

Maaritelma 5.1.3. Kanavan Y kapasiteetti on
Cap(Y) = m)?xI(X; Y),

missd maksimi otetaan kaikkien kanavan Y kanssa muodostettujen kanava-
jakaumien yli.

Shannonin kanavakoodauslause, josta my6hemmin puhumme, kertoo et-
td kanavan kapasiteetti on nimensé veroinen, eli kapasiteetti antaa jossain
mielessé tarkan rajan sille, miten nopeasti kanavalla voi edes teoreettisesti
viestia.

Demoissa lasketaan symmetrisen e-kohinaisen binaérikanavan kapasiteet-
ti.

5.1.2 Kanavakoodaukset

Viime kappaleessa méarittelimme TN-jakaumaan (x, P) liittyvén koodauk-
sen funktioksi ¢: Qx — My 1. Témaén jalkeen suunnittelimme blokkikoodeja
muokkaamalla alkuperiisestd jakaumasta X jakauman XV, ja médrittele-
mélla talle jonkin koodauksen. Olisimme voineet vaihtoehtoisesti méaritella,
ettd koodauksen médrittelyjoukko saa olla isompi kuin Qx = ./\/l%lx, eri-

tyisesti koodauksen voisi méaritelld funktioksi c: M%’fl} — Myo,1y, jollain



5.1. PERUSOSA 81

N > 1, missa M%ﬁ} on kaikkien tasan N merkkid pitkien bind#risanojen
joukko. Teemme néin jatkossa.

Erityisesti jos koodaus on muotoa c: Mﬁ):kl} — M{{\g’l} jollain N, K > 1,
niin kutsumme téllaista koodausta (N, K)-(blokki)koodaukseksi. (Keskitym-
me pelkistddn blokkikoodeihin, eli erityiesti emme mieti vaihtelevan pitui-
sia koodeja kanavakoodauksessa. Yksi syy on se, ettd etuliitevapaan koodit
ovat viela ihan eri tavalla alttiita hiiridille, ja koodisanojen rajojen haily-
minen voisi aiheuttaa isoja virheitd.) Blokkikoodauksen ldhetysnopeus on
luku K/N, eli esimerkiksi jos kanava pystyy valittdméén yhden merkin se-
kunnissa, niin kdytettdessa blokkikoodia jonka nopeus on R voidaan viestié
keskiméadrin R kanavakoodauksen ldhteen merkkiéd sekunnissa.

Koodaukseen liittyy aina my0s koodauksen purku. Kohinattomassa tilan-
teessa koodin purku oli suoraviivaista, mutta kohinaisessa tilanteessa meidéan
pitéé varautua virheisiin. Mikéli ¢ on (N, K)-koodaus niin sen purku (eli de-
koodaus) on funktio d: /\/lj{\()fl} — Mﬁ),l} jolle patee d(c(z)) = x. Huomaa,
ettd kiytdnnossa aina N > K, joten koodin purku antaa saman tuloksen
useammalle eri syoOtteelle. Vertaa halutessasi tilannetta lineaarikuvauksiin
RE — RN yms.

Seuraava médritelmé on hieman tekninen, mutta sen taustalla on yk-
sinkertaisia ajatuksia. Erityisesti, symmetrisen kohinaisen kanavan ti-
lanteessa esittelemamme eri virhekasitteet ovat kaikki samoja, ja
erityisesti “todennikoisyys virheelle viestissd” on juuri se, mita sen
arvaisitkin olevan. Jos se ahdistaa, katso joko myohempié esimerkkejé jos-
sa virheita lasketaan, tai perehdy MacKayn kirjan lukuun 9.

Maaritelma 5.1.4. Olkoon Y kanava ja ¢ (N, K)-koodaus sekéd d sen jo-
kin purku. Jos 7" on kanavalle l&dhtevd merkkijono, niin merkitsemme =(7")
merkkijonoa, joka otetaan kanavan toisessa péadssé vastaan — huomaa etté c
ja d ovat deterministisid funktioita, mutta kanavalla on stokastinen luonne,
joten = on nyt vilttdméatta satunnaismuuttuja. Mutta minka suhteen?

Koodauksemme ¢ on itseasiassa satunnaismuuttuja joka on mé&aritel-
ty TN-jakaumassa ((0,1),(0.5,0.5))% (muista, ettd oletimme ettd kanava-
koodauksen input on luonteeltaan kahden alkion tasajakauma optimaalisen
kompression johdosta). Tdten kanavakoodauksen output muodostaa uuden
TN-jakauman kun sen ajatellaan tuottavan bittejd yksi kerrallaan. Tama
TN-jakauma puolestaan muodostaa kanavan Y kanssa kanavajakauman, jon-
ka avulla voimme viimein laskea todennékéisyyden sille, ettd annettu viesti
valittyy kanavalla oikein. Emme kirjoita néitd kuitenkaan formaalisti auki,
ainakaan perusosassa, vaan merkitsemme merkilla = satunnaismuuttujaa jo-
ka kuvaa sitd mita kanava tekee syotteilleen (eli jos kanavaan tyontad merk-
kijonon 7" niin ulos tulee Z(T") ja merkitsemme P(d(Z(c(S))) # S) toden-
nakoisyytta sille, ettd annetuilla (deterministisilla) koodauksella ja purulla
saamme takaisin vaardn viestin kun olemme koodanneet, lahetténeet kana-
valle ja dekoodanneet.
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Tasta edelleen méaaritellaan:

o Keskimdardinen blokkivirhe pg on todennédkoisyys sille ettd ldhetetty
merkkijono purkautuu vaarin.

Y. P(S)- P(AE((S))) # 5)

semf,

o Suurin mahdollinen blokkivirhe ppyr

max  P(d(Z(¢(5))) # 5)

Semf,

e Bittivirhe p, on keskiméaaréinen todennakoisyys sille, ettéd alkuperéisen
viestin yksittdinen bitti vélittyy méaaranpashan vaarin.

e Purku on optimaalinen mikéli se minimoi keskimé&araisen blokkivir-
heen koodauksen kaikkien purkujen joukossa. (Huomaa, etta tdméa voi
riippua kanavasta.)

Symmetriselld kohinaisella kanavalla virheen todennékéisyys ei riipu syot-
teestd, joten kaikissa tutkimissamme esimerkeissé kaikilla syotteilld on sama
virhetodennakoisyys ja oletustemme nojalla kaikilla syotteilld sama toden-
néakoisyys, jolloin pg = ppyr = pe.

Otetaan nyt muutama esimerkki koodauksista.

Esimerkki 28. Koodi Rs: M* (011 — M (0.1} maaritellaan asettamalla 0 —
000,1 — 111. Tama koodi siis triplaa kaikki merkit. Koodi puretaan vastaan-
ottopadssa katsomalla kutakin kolmen merkin blokkia, ja katsomalla kumpaa
merkkid on enemman, eli koodin purku vie sanat 111,101, 110 ja 011 merkille
1 ja loput sanat merkille 0. Tdmé on (3, 1)-koodaus.

Oletetaan, ettd lahetdmme télld koodauksella viestin 1010 symmetrisel-
14 £ = 0.1-kohinaisella kanavalla. Miki on todenn&dkéisyys, ettéd viesti tulee
virheetté perille? Esimerkin tilanteessa kukin merkki ldhetetdan kolminker-
taisena, ja purku onnistuu mikéli enintédéan yksi merkki vaihtuu, joten toden-
nakoisyys ettd saamme virheen on

P(kaksi virhettd) + P(kolme virhettd) = 30.120.9' + 0.1° ~ 0.03.

Verrattuna identtiseen koodaukseen missa kukin symboli vaan lahetetaan
itselleen (eli (1,1)-koodaus) ja virheen todenndkéisyys on € = 0.1, saamme
nyt pienennettyéd virheen todennékoisyyden alle kolmannekseen alkuperai-
sestd. Huonona puolena on se, ettd joudumme ladhettdméaéan kolme kertaa
enemman merkkeja kuin ennen, eli ldhetysnopeutemme tippuu kolmannek-
seen alkuperdisestd.
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Kuva 5.1: Muutamien koodien virheensietokyvystad ja ldhetysnopeudesta.
Kummassakin z-akselina on ldhetysnopeus ja y-akselina blokin keskimé&é-
riainen virhe, vasemmassa lineaarisella asteikolla ja oikeassa logaritmisella.

Kuva ldhteestd [Mac03] s. 8].

Vastaavasti voitaisiin méadaritelld (5, 1)-koodi Rj, jossa 0 — 00000,1
11111 jolloin blokin keskimé&réinen virhe on todennékoisyys sille ettéd sano-

maan osuu vahintdan kolme virhetté;
) 3 2 5 3 2 5
3 0.1°0.9% + 4 0.1°0.9 + 0.1° =~ 0.0087.

Virheen todennédkéisyys siis laskee entisestdan, mutta myos lahetysnopeus

pienenee huomattavasti.

Edelleen voitaisiin maaritelld (k,1)-koodit Ry, misséd k on miké tahansa
pariton luonnollinen luku. Oheisessa MacKayn kirjasta napatussa kuvassa
(Kuva on plotattu niiden koodien antamaa yksittéisen lahetetyn merkin
virhettéd suhteessa niiden ldhetysnopeuteen.

Y14 kéytetyt Rp-koodit ovat luontevan oloisia, joten tassad kohtaa voisi

arvata, ettd ne kuvaavat yleista tilannetta: parempi virheensietokyky vaatii
aina vaan suurempaa ldhetysnopeuden uhraamista. Néin ei kuitenkaan ole!

Shannonin kanavakoodauslause sanoo seuraavaa.

Lause 5.1.5. Olkoon 'Y kanava ja C' sen kapasiteetti. Tdlldin Kaikilla e > 0,
R < C ja tarpeeksi isoillcﬂ N on olemassa (N, K)-blokkikoodi jonka lihetys-
nopeus on véhintdin R ja blokin suurin mahdollinen virhe alle €.

Todistus. Torstaina. O

bTarpeeksi iso’ riippu kanavasta sekéi parametreista € ja R.
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Kuva 5.2: Muutamien koodien virheensietokyvysta ja ldhetysnopeudesta.
Kummassakin z-akselina on ldhetysnopeus ja y-akselina blokin keskimé&éa-
rdinen virhe, vasemmassa lineaarisella asteikolla ja oikeassa logaritmisella.
Kuvassa ndkyy my6s Shannonin kanavakoodauslauseen antama raja. Kuva

lahteestd [Mac03) s. 15].

Tamaé lause siis sanoo, ettd meidén ei tarvitse uhrata viestintdnopeut-
ta alle tietyn kanavasta riippuvan vakion saadaksemme virhetodennakoisyy-
det todella pieniksi. Pienenéd uhrauksena joudumme tosin kiyttdmaéaéan aina
vaan pidempid ja pidempia viestiblokkeja, joka voi tuottaa ongelmia mikali
meilla olisi tarve viestia silloin t&lloin lyhyita viesteja eiké jatkuvaa datavir-
taa. Tahan liittyvan kommentaarin jatdmme koodausteorian ammattilaisille.
Shannonin lausetta on havainnoitu kuvassa 5.2l

Shannonin lauseen todistus jatetddn syventévddn osioon, mutta tutus-
tutaan seuraavaksi Hammingin koodiin jota tutkimalla huomaamme, ettéa
miksi Rp-koodit eivit padse lahellekddn optimaalista tilannetta.

5.1.3 Hammingin koodi

Miksi Ry-koodit eivét ole optimaalisia? Tarkastellaan koodia tutkimalla merk-
kijonon S = 1010 ldhetystd. Rs triplaa kunkin yksittdisen merkin, eli kana-
valle ldhtee merkkijono 7" = 111000111000. Huomataan, ettd koodi osaa
korjata minka tahansa yksittdisen virheen, eli mikali T+ on merkkijono joka
saadaan jonosta 7' yhtd merkkid muuttamalla, niin d3(7%) = S, missi d on
koodauksen R3 purku.

Huomataan, ettd todennékoisyys saada tasan yksi virhe viestin 7' lahe-
tyksessd on 12 x 0.1 x 0.9' ~ 0.38. Koodaus osaa kuitenkin korjata myds
muita virheité, esimerkiksi virheen jossa ldhetyksessa syntyy neljé virhetta,
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mutta kukin sijoittuu eri triplablokkiin’ lahetetyssé viestissa:

S=1010 2% T7=111000111000

——k ok ———k———%

S =1010+¢X 7'=110100101001

Todennikoisyys saada ldhetyksen aikana téllainen virhe on 0.14-0.9% -1 - % .
% . % = 0.000004. Téma on huiman pieni, kun vertaa sitd todennékéisyydeen
saada kaksi virhettd samassa blokissa, eli 0.12-0.910. 1. % ~ 0.0006.
Toisin sanoen, koodaus R3 osaa korjata erilaisia virheitd, mutta ongelma
on siiné etté sitd ei ole rakennettu korjaamaan parhaiten todennakoisimpia
virheitéd. Tilanne on hieman samanlainen kuin Huffmanin koodista keskus-
tellessa; lahdekoodauksessa kannattaa antaa lyhyité koodeja kaikista toden-
ndkoisimmille merkeilld. Vastaavasti kanavakoodauksessa kannattaa luoda

koodeja jotka korjaavat parhaiten todennékoisimpia virheita.

Lahdekoodaus: Kanavakoodaus:
Kaikkea ei voi kompressoida. Virhetté ei saa ikina nollaksi.
Keskimé&arainen parannus riittas. Keskimé&ardinen parannus riittaa.
Annetaan siis yleisemmille asioille  Annetaan siis yleisemmille virheille

parempi kompressio. parempi korjaus.

Hammingin koodin ideana onkin juuri tdmaé; se osaa korjata tosi hyvin
yksittaisid virheitd eikd kdyta “energiaa”’ harvinaisempien virheiden korjaa-
miseen.

Hammingin koodaus

Hammingin (7, 4)-koodi on (7, 4)-koodaus, joka mééritellaan seuraavasti. Ol-
koon S = b1bobsby € ./\/léfl merkkijono, joka halutaan kooodata. Haluamme
madritelld seuraavaksi nk. parillisuusbitit t1tsts; lopullinen koodi tulee ole-
maan bybobsbytitots. Piirretdéin kolme ympyrad kuten kuvassa ja vali-
taan parillisuusbitit siten, ettd kussakin ympyrissid on parillinen
maara ykkosia.

Esimerkilld 1010 lahetetaén siis viesti 1010010.

Hammingin purku

Hammingin koodia purettaessa, jos matkalla ei ole tapahtunut yhtaan virhet-
td, 16ytyy alkuperdinen viesti ensimmaéisesté neljastd merkistd. Viestia vas-
taanotettaessa pitda kuitenkin tarkistaa, onko virheitd mahdollisesti tullut.
Hammingin koodissa tdmé tehddéan katsomalla, etté onko kaikissa ympyrois-
sé edelleen parillinen méadra ykkosi. Jos on, niin asetetaan d(bybabsbatitats) =
b1bobsby.
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Kuva 5.3: Hammingin koodin mééarittely

RaVAVASaY

Kuva 5.4: Hammingin koodin purkua virheelliselld viestilld T« = 0010010.

Mikali ei ole, niin katsotaan missé ympyroissd on pariton méaaré ykkosié.
Talloin on olemassa yksikésitteinen bitti jota muuttamalla kaikkien ympyroi-
den ykkosten maéra palaa parilliseksi. Katsotaan tilannetta kahden esimer-
kin kautta. Tutkitaan tilanteita, joissa aiemmin koodattuun viestiin 1010010
on tullut virhe joko ensimmaéiseen bittiin S* = 0010010 tai viimeiseen bittiin
Tx = 1010011. Purku nikyy kuvissa [5.4] ja

Demoissa tutkitaan mité kily useamman virheen tilanteessa.

Hammingin koodi matriiseilla

Mikéli varustetaan joukko {0,1} laskutoimituksella

0+0=0 0+1=1
1+40=1 1+1=0

(eli XOR tai mod 2 -aritmetiikka, as you wish) niin huomataan etta bittien
{a, b, ¢, d} joukossa on parillinen méara ykkosia jos ja vain jos a+b+c+d = 0.
Erityisesti jos merkataan t = a + b+ ¢+ d, niin joukossa {a, b, ¢, d, t} on aina
parillinen maara ykkosié.
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NaVavaVaV

Kuva 5.5: Hammingin koodin purkua virheelliselld viestilla T = 1010011.

Téaten Hammingin koodi voidaan mééaritelld asettamalla t1 = by + by + b3
jne. Kéayttamalla lineaarialgebrasta tuttua notaatiota, voidaan Hammingin
koodaus siis ilmaista matriisin muodossa:

1 0 0 0] T b1 b
by 0100 by by by
by 0010 b, bs bs
b — |0 0 0 1 b = b4 = b4 ,
b3 1110 b3 b1 + by + bg t
4 01 1 1|Lt™ by + b3 + by t

11 0 1 1] | b1 + b3 + by | | 3]

jossa yhteenlaskut siis tulkitaan aiemmin mainitussa muodossa.
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5.2 Syventava laajennos

Téassa kappaleessa kidydaan lapi Shannonin kanavakoodauslauseen todistuk-
sen ideaa. Emme mene kovin syville yksityiskohtiin, joita on paljohkosti,
vaan kuvailemme todistuksen suuret linjat. Seuraamme pitkalti MacKayn
kirjan [Mac03| luvun 10 esitysta, josta lukija voi halutessaan kiydd tarkem-
mat yksityiskohdat ldpi. (Jélleen, katso my6s [Sha4§].)

Karkeana ideana lauseessa on taas hyodyntéa pitkié bindériblokkeja. Tu-
lemme siis muodostamaan muodostamaan binddrisymboleita {0,1} ldhetté-
vastd kanavasta Y binédariblokkeja Mé\f § ldhettdviin kanavan Y. Tamin
jalkeen, hieman kuten lahdekoodauslauseen kanssa, rajoitumme kiyttamadn
vaan pientd osaa mahdollisista blokeista ./\/lé\j 1. Tama osajoukko, olkoon K,
on sellainen, jota voi viestid ldhes virheetté.

Talla systeemilld voimme siis viestid, lahettamalla N kokoisia blokkeja,
K erilaista viestid, eli voimme lahettad silld |logy(K)| pituisia binédérijono-
ja. Kaykin ilmi, ettd lukuméaraltddn suurin K mitd voimme valita on noin
oN Cap(Y)’
dolliseksi.

Viestintitd’'protokolla’ nayttaé siis suunnilleen talta:

eli juuri se, mitd Shannonin kanavakoodauslause ilmoittaa mah-

1. Sinulla on annettuna kanava Y™ ja viestilahde €2 (bindédrinen tasajakau-
ma).

2. P&aatat miten pienen virheen € haluat sallia.

3. Nokkelilla menetelmilla etsit blokkikoon N siten, ettd virhe voidaan
puskea teoriassa alle €.

4. Muodostat N-kanavan Y ja valitset, jilleen nokkelasti, M := 2N Cap(Y)
viestia, joita tulet kanavalla lahettamaan.

5. Muodostat lahdejakaumasta K = log, (M )-kertaisen jakauman, jonka
alkioille valitset kullekin jonkin annetuista viestiblokeista.

6. Teippaat kaiken yhteen ja vot!

Pienenéd Caveattina, Shannonin kanavakoodauslause kertoo ainoastaan
mika on teoreettisesti mahdollista ja mahdotonta. Tamaéa antaa myos kiytan-
non tilanteisiin rajoitteita, mutta Shannonin lauseen todistus ei ole konstruk-
tiivinen, eli se ei kerro miten onnistut luvun N ja viestiblokit valitsemaan.
Kaytédnnossé siis tdmé protokolla ei ole valttamatta kovin kayttokelpoinen.

5.2.1 Kohinainen kirjoituskone

Tarkastellaan ensin Shannonin kanavakoodauslauseen siséltoa erityisen kana-
van tapauksessa. Seuraava, nk. kohinainen kirjoituskone (noisy typewriter)
on klassinen esimerkki Shannonin lauseen kuvailussa.
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Kohinainen kirjoituskone on kanava KK := (Ya,Yp,...,Yz, Y0), missé
kukin jakauma Y, a € {A, B, ..., Z,0} on kolmen alkion tasajakauma siten,
etta

Yo(a) =Y(a—1) =Y (a+1) = 3

kun tulkitaan ettd B+1=C, Q+1=R, Z+1=0, 0+ 1= A jne.

- _ Y

XIS sy I

A=--B S->0

Tama kanava kuvaa siis kirjoituskonetta, jossa painettu kirjain tuottaa
joko oikean kirjaimen tai sitten aakkosissa sen vieressa olevan kirjaimen, kaik-
ki samalla todennékoisyydelld. Lasketaan ensin kanavan kapasiteetti. Koska
kanava on todella symmetrinen, huomaamme ettd kanavan maksimoivan ja-
kauman pitaé olla my6s hyvin symmetrinen, erityisesti (sivuutamme detaljit,
vapaaehtoinen yliméériinen ht.)

Cap(Y) = I(Py;Y),

eli 16yddmme kanavan KK kapasiteetin muodostamalla kanavajakauman
aakkosten tasajakauman kanssa ja laskemalla tdméan kanavajakauman mar-
ginaalijakaumien yhteisinformaation.

Toisaalta huomaamme, ettd kanavajakaumassa (X, Y) kullakin aakkosel-
la o ehdollinen jakauma (X|Y = «) on aina kolmen alkion tasajakauma. Toi-
saalta nopealla laskulla huomataan ettd marginaalijakauma Y on myoskin
tasajakauma. Téten

I(X;Y) = H(X) - H(X]Y)
= log,(27) — ZP H(X|Y = a)

= log, (27) — Z 57 108 (3)

= 10g2(9)
~ 3.2.

Nyt huomataankin, ettd Shannonin kanavalauseen nojalla talla kana-
valla pitdisi pystyd viestimdéan virheettd ainakin kolmen bitin nopeudella.
Kolmen bitin nopeus onnistuu tésséa erikoistapauksessa itseasiassa téysin
virheetté: valitaan aakkosista joka kolmas, eli muodostetaan joukko K =
{A,D,G, J,...,V,Y}. Jos kommunikoimme kanavalla vain néitd symbolei-
ta, eivat mitkddn kaksi néistd voi kuvautua samalle symbolille eli viestinta
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() N=9 (G) N =10 (k) N =11 “ () N =12

Kuva 5.6: Symmetrisen 0.1-kohinaisen kanavan Y tasajakauman X kanssa
muodostettu N-kertainen yhteisjakauma, eli N-kertainen kanavajakauma.
(Varit skaalattu s.e. pienin tn on valkoinen, suurin musta ja muut riippuvat
monotonisesti todennakoisyydesté.)

on tdysin virheetontd. Nailld 9 kpl merkeilla voidaan lahettdd [logy(9)] = 3
mittaisia merkkijonoja, eli télla kanavalla viestinopeus on 9/3 = 3, eli hyvin
ldhelld kapasiteetin antamaa rajaa.

Shannonin kanavakoodauslauseen idea on, etti jossain mieles-
sé kaikista kanavista saadaan kohinaisen kirjoituskoneen nékéinen,
kun kanavalla aletaan ldhettdd tarpeeksi pitkia viestiblokkeja. Ohei-
sessa kuvassa [5.6| ndytetdan, miltd symmetrinen e-kohinainen kanava € = 0.1
rupeaa nayttaméaan, kun silld viestitddn N mittaisia merkkijonoja. Kussakin
kuvassa kukin pikseli (z,y) kuvaa todennikoisyytta sille, etta jos kanaval-
le ldhetetdan merkkijono x symboli kerrallaan, niin ulos tulee merkkijono
y. (Bittijonot on jarjestetty kasvavassa jarjestyksessd ykkosten lukuméérian
suhteen.) Vérit on skaalattu s.e. suurin tn on musta, pienin valkoinen ja
muut harmaasévyji naiden valissa.

Kuva el naytéd péadlle péin hirvesti konekirjoituskanavan vastaavalta ku-
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(a) N=8 (b) KK-jakauma

Kuva 5.7: Symmetrisen 0.1-kohinaisen kanavan Y tasajakauman X kanssa
muodostettu N-kertainen yhteisjakauma, N = 8 ja kohinaisen konekirjoitus-
koneen jakauma.

valta, jossa 27 kertaa 27 pikselin kokoisessa kuvassa olisi kolmen pikselin
levyinen musta raita keskelld ja yksittdiset mustat pikselit nurkissa, (kts.
kuva mutta siind on samanlaisia tarkeitd ominaisuuksia. Erityisesti, to-
dennékoisyys on ’pakkautunut’ kapeille raidoille, joita voi kiyttdd kommu-
nikoinnissa.

5.2.2 Viestiblokit ja tyypilliset merkkijonot

Léhdekoddauslauseen todistuksen yhteydessé, méaaritimme jakaumalle X =
((0,1), (po, p1)) tyypillisten merkkijonojen kokoelman seuraavsti.

Maaritelma 5.2.1. Olkoon 5 > 0. Maéaritellaan BN -tyypillisten merkkijo-
nojen kokoelmaksi

Tng = {SE M%l} : ‘;flogz <P(15)> —H(X)‘ < ﬁ}.

Edelleen néytimme, more or less, seuraa Lemmasta [4.2.6] ettd télle jou-
kolle pétee

N(H(X)— C N(H(X
9N (H(X) 5)(1_ﬁ2N)§|TﬁN|§2 (H(X)+8)

ja kaikilla S € Ty pitee

Q*N(HJFﬁ) < P(S) < Q*N(H*/B)’

missd H := H(X).
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Tahtoo siis sanoa, ettd tyypillisid merkkijonoja, joissa on noin pg/N nol-
laa ja pi N ykkosté, on noin 2V kappaletta, ja P(Tng) ~ 1. Eli todenné-
koisyyden mielessd lahes kaikki merkkijonot ovat tyypillisid, mutta mikali
H < 1, niin lukumdadrdisestt hyvin harva merkkijono on tyypillinen. Tahéan
huomioon nojasi vahavasti shannonin ldhdekoodauslause.

Jotta voisimme imitoida kohinaista kirjoituskonetta, huomataan etta mi-
kili olemme ldhettédneet kanavalle jonkin bittijonon .S, niin vastaanotettua
signaalia kuvaa todennikoisyysjakauma (YV| XV = §). Tissi jakaumassa
oNH(YN|XN=5) kappaletta. Kun laske-
taan, paljonko téllaisen jakauman entropia on keskimddrdisesti, huomataan
ettd jos kanavalle on lahetetty jokin symboli, niin keskim&araisesti vastaa-
notettua signaalia kuvaamassa jakaumassa on noin 2V2Y1X) tyypillistd al-
kiota. Kaikkien mahdollisten vastaanotettujen viestien jakaumassa puoles-
taan on noin 2V7() tyypillisti alkiota. Jos nyt haluamme imitoida kohi-
naista kirjoituskonetta, ja valita lahetettavistd merkkijonoista sellaisia jotka
harvoin kuvautuvat paallekkéain kanavalla, meiddn tarvitsee siis valita sellai-
sia ldhetettdvid merkkijonoja joita vastaavien vastaanotettujen merkkijono-
jen jakaumien tyypillisten merkkijonojen joukot ovat erillisid. Koska tyypil-
lisid merkkijonoja on vastaanottopiissé yhteensd noin 2V7(Y) kappaletta,
ja keskiméarin yhden lihetetyn merkkijonon tuottaa 2NVH1X) tyypillista
merkkijonoa, niin voimme keskiméérin toivoa ettd voimme valita enintdan

on myoskin tyypillisia alkioita noin

oNH(Y)
N(H(Y)=H(Y|X) _ gNI(X;Y) < 9N Cap(Y)

oNH(Y[X)

merkkijonoa. Jos onnistumme téllaiset merkkijonot valitsemaan, niin lahe-
tdmme N mittaisia blokkeja viestidksemme NI(X;Y) mittaisia viestejd, eli
viestinopeutemme olisi juurikin 7(X;Y).

Tamé huomio on Shannonin kanavakoodauslauseen ytimessd. Sen for-
maalin késittelyn sivuutamme, mutta mainitsemme etta térkeéind osana on
tutkia yhteistyypillisié merkkijonopareja (S,T'), jossa S kuvastaa kanaval-
le lahetettyd merkkijonoa ja T vastaanotettua. Merkkijonopari on yhteis-
tyypillinen jos S ja T ovat tyypillisid marginaalijakaumissaan (eli niissé on
suunnilleen oikea mééra ykkosia ja nollia) ja pari (S,7") on tyypillinen kana-
vajakaumasta muodostetun tulojakauman (X,Y)" alkio (eli merkkijonojen
ykkoset ja nollat poikkeavat toisistaan noin e verran ajasta.) Kuvassa on
korostettu aiemmin tutkitun blokkikanavan tiettyé tyypillistd osajoukkoa.

Miten Shannonin kanavakoodauslause sitten todistetaan? Karkea idealt

1. Valitse virhetaso ¢ ja kanavanopeus R < Cap(Y).

2. Ota niin iso N, ettd kanavajakauma (X,Y)" muistuttaa 'tarpeeksi’
konekirjoitusjakaumaa.

2Jalleen kerran, katso tarkka todistus MacKayn kirjasta, [Mac03l, Luvut 9-10,].
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(a) N =12 (b) N = 12, highlight

Kuva 5.8: Kanavajakauman eras tyypillinen osajoukko korostettuna. Huo-
maa, ettd todennikoisimmaét alkiot eivét ole tyypillisia.

3. Valitse satunnaisesti K kappaletta lahetettdvad koodia (missd K on
s.e. tarvittava viestinopeus voidaan saavuttaan).

4. Laske, ettd keskimé#ardisesti téllaisen koodin virhetodennékoéisyys on
alle €.

5. Koska keskimaérédinen koodin keskimédérdinen virhe on alle €, taytyy
valttamatta yhden satunnaisen koodin toteuttaa, etté keskiméardinen
virhe on alle €.

6. Tarkalleen ottaen Shannonin lause haluaa maksimivirheen alle €, jo-
ten teet ovelan 'karsitaoperaation’ jossa poistat merkkijonoja s.e. my0s
maksimivirhe pysyy pienené.

7. Profit.

Shannonin lauseen todistus antaa siis vain olemassaolon téllaiselle koo-
dille, eiké kerro miké koodi tarkalleen ottaen on kyseessa.
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Luku 6

Kaikki loput
informaatioteoriaan liittyvat
asiat

Lopusksi kiydaédn lavitse hieman aiemmasta materiaalista irtonaisempia ai-
heita, jotka toimivat, toivon mukaan, erdénlaisena kertauksena siihen mita
tdhén asti on tehty. Aiheista ei tule tenttiin kysymyksia.

95
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6.1 Satunnaisuus

“Onko 4 satunnainen”

Ihan kurssin alussa puhuimme siité, ettd vaikka TN-teoriaa voi kiyttas
uhkapelien ja satunnaisten ilmididen tutkimiseen, ei se tarkoita etté sité voisi
kayttaa ainoastaan siihen. Erityisesti mainitsimme, ettd TN-teorian 'maéari-
telméssd’ voi ihmistd hieman huolettaa ettd miten ’satunnaisuus’ voitaisiin
maaritelld. Kaksi tapaa ldhestya kysymystéa ovat “ennustettavuus” seka “ku-
vailtavuus”.

Ennustettavuuden ideana on, etta ldhde josta tulee ulos merkkeja on
satunnainen, mikili ensimmaiset N merkkia havainnoituasi et osaa taytta ar-
vausta paremmin ennustaa seuraavaa merkkid. Voidaan siis ajatella, Coxin
lauseen ja Bayesin padttelyn hengessi, ettd ldhde on satunnainen jos epé-
varmuuttasi seuraavalle merkille kuvaa tasajakauma riippumatta siitd etta
montako merkkia olet tdhdn mennessd havainnut.

Kuvailtavuuden ideana on, ettd merkkijono S on satunnainen mikali
sen Kolmogorov kompleksisuus on vahintdéan merkkijonon pituus, eli mikali
K(S) > |S]. Tama tietenkin tarkoittaa, ettd meidén pitdd puhua merkki-
jonon satunnaisuudesta jossakin kuvailun kontekstissa, eli kiinnittad jokin
Turingin kone (Mystisk box). Tamé satunnaisuuden mééritelmé tunnetaan
nimelld Martin-Léf satunnaisuus tai algoritminen satunnaisuus.

Nama kaksi tapaa kuvailla satunnaisuus liittyvat toisiinsa ja kommuni-
kaatioteoriaan. Kuvitellaan ettd meilla on ldhde, joka tuottaa meille ykkosia
ja nollia, joita haluamme lahettdé jonkin kohinattoman kanavan kautta vas-
taanottajalle. Luodaan tata varten koodausjarjestelma jossa on ennustaja P,
eli jokin jarjestelmé/ohjelma/MystiskBox joka yrittda arvata seuraavan lah-
teestd tulevan merkin. Jokaisessa vaiheessa koodauksessa yritetdan ensin ar-
vata P:11a seuraava merkki, ja sitten kanavalle lahetetdén nolla mikéli arvaus
meni oikein ja ykkonen mikali arvaus oli vaarin. Vastaanottopaéssé on tay-
dellinen kopio P:sté, ja viestid vastaanotettaessa yritetddn ensin arvata P:11a
seuraava merkki, ja sitten katsotaan kanavalta tulevasta bitistd ettd meni-
ko arvaus oikein vai vadrin. Tamé systeemi kommunikoi taydellisesti lahteen
bitit. Téarked huomio téssad kuitenkin on se, ettd mikili P arvaa seuraavan
bitin oikein paremmin kuin puolet ajasta, niin se lahettdd maailmalle enem-
mén nollia kuin ykkosid. Taméa puolestaan tarkoittaa, ettd voimme edelleen
nopeuttaa kommunikaatiota Huffman-koodauksella tai vastaavalla. Eli vies-
tildhteen ennustettavuus tarkoittaa parempaa kompressiota, eli pienempéaa
Kolmgorov kompleksisuutta. Katso lisdd esimerkiksi lahteista [?], [Mac03]
Section 6, s. 110
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6.2 Alkuluvut ja komprsessio

Todistetaan téssa, ettd alkulukuja on &aretén méaara kiyttden Kolmogorov-
kompleksisuutta. Tarvitsemme todistuksessa tietoa, ettéd jokaisen luvun voi
esittdd alkulukujen tulona, mutta emme esimerkiksi tdmén esityksen yksiké-
sitteisyytta.

Lemma 6.2.1. Jokainen luonnollinen luku voidaan esittdd alkulukujen tu-
lona.

Todistus. Tehdadn vastaoletus; on olemassa luonnollinen luku jota ei voi
esittdd alkulukujen tulona. Koska téllainen luku on olemassa, niin joukko

A ={k € N| Lukua k ei voi esittdd alkulukujen tulona.}

on epéatyhja, jolloinka voimme valita sielté pienimmaéan alkion n = min A. Nyt
jos luku n ei ole jaollinen muilla luvuilla kuin itselldédn tai ykkosella, on se
alkuluku ja siten triviaalisti alkulukujen tulo. On siis valttdmatta n = km.
Nyt jos kumpikin luvuista k ja m voitaisiin esittda alkulukujen tulona, niin
niiden tulo n voitaisiin my6s. Téten jompaakumpaa néistd luvuista ei voida
esittdd alkulukujen tulona. Kuitenkin kumpikin luvuista on pienempi kuin
n, jonka kuului olla pienin luku jota ei voi esittda alkulukujen tulona. Tama
on ristiriita, joten alkuperéinen véite on tosi. O

Nyt mikéli alkulukuja olisi vain darellinen maéra, K kpl., voisi minké ta-
hansa luvun N kirjoittaa tulona pi'* -~-p%K. Vilttamatta N; < logy, (N)
kaikilla j = 1,...,K. Jokainen luvuista N; voidaan esittdd log,(IV;) <
logy(log,, (V) bitilld, eli kaikki luvut N voidaan esittdd kiyttdmilla enin-
taan C'log(log(V)) bittid. Taméa on ristiriita, silld erilaisia lukuja vahintd4n
N on N kappaletta, ja ilmaisuja joiden pituus on enintddn C'loglog(N) on
enintdén C’log(N), joten suurilla N saadaan ristiriita.

(Katso lisdé esim. https://en.wikipedia.org/wiki/Euclid%27s_
theorem#Proof_using_information_theory.)


https://en.wikipedia.org/wiki/Euclid%27s_theorem#Proof_using_information_theory
https://en.wikipedia.org/wiki/Euclid%27s_theorem#Proof_using_information_theory
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6.3 Informaatioteoria ja Kryptografia
Teemana kisitteet
e Unicity distance

e Englannin entropia (noin 1.3-2.3 bittid per kirjain)

6.3.1 Landauerin periaate

One of the consequences of the second law of thermodynamics is
that a certain amount of energy is necessary to represent infor-
mation. To record a single bit by changing the state of a system
requires an amount of energy no less than kT, where T is the ab-
solute temperature of the system and k is the Boltzman constant.
(Stick with me; the physics lesson is almost over.)

Given that k = 1.38x10-16 erg/ Kelvin, and that the ambient
temperature of the universe is 3.2 Kelvin, an ideal computer run-
ning at 3.2 K would consume 4.4x10-16 ergs every time it set or
cleared a bit. To run a computer any colder than the cosmic
background radiation would require extra energy to run a heat
pump.

Now, the annual energy output of our sun is about 1.21x1041
ergs. This is enough to power about 2.7x1056 single bit changes
on our ideal computer; enough state changes to put a 187-bit
counter through all its values. If we built a Dyson sphere around
the sun and captured all its energy for 32 years, without any
loss, we could power a computer to count up to 2192. Of cour-
se, it wouldn’t have the energy left over to perform any useful
calculations with this counter.

But that’s just one star, and a measly one at that. A typical
supernova releases something like 1051 ergs. (About a hundred
times as much energy would be released in the form of neutrinos,
but let them go for now.) If all of this energy could be channeled
into a single orgy of computation, a 219-bit counter could be
cycled through all of its states.

These numbers have nothing to do with the technology of the de-
vices; they are the maximums that thermodynamics will allow.
And they strongly imply that brute-force attacks against
256-bit keys will be infeasible until computers are built
from something other than matter and occupy somet-
hing other than space.



6.4. KOMPLEKSISUUS VERSUS SOFISTIKAATIO

Bruce Schneier, Applied Cryptography (1996), s. 157

Kts. Feynman: Lectures on Computation sivut x—y. [?]

6.4 Kompleksisuus versus sofistikaatio

Katso Aaronson, Carroll ja Ouellette [ACO14].

6.5 Yhden pikselin kamera

Kts. One pixel camera [AMS].
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